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Co znajdziesz w Vademecum?

Vademecum z matematyki na poziomie rozszerzonym z serii ,NOWA Teraz matura” to kompendium
wiedzy, ktére doskonale sprawdzi sie podczas przygotowan do egzaminu maturalnego z matematyki
na poziomie rozszerzonym. Z vademecum mozesz uczy¢ sie systematycznie: doktadnie powtarzac
teorie, analizowac¢ przyktadowo rozwigzane zadania, a nastepnie samodzielnie rozwigzywac
analogiczne zadania oraz zestawy zadan w formie egzaminacyjnej. Dzieki quizom tatwiej przyswoisz
wiadomosci. Planer pozwoli ci zaplanowa¢ powtdrki w odpowiednim czasie.

Ponizej przedstawiamy poszczegdlne elementy uktadu tresci vademecum, a takze stosowane
w nim oznaczenia.

Na poczatku publikacji znajdziesz kod dostepu do aplikacji
app.nowaterazmatura.pl. Zarejestruj sie tam, aktywuj kod i korzystaj
z zasobow cyfrowych do serii ,NOWA Teraz matura”. Skanuj kody QR
1 2 3 y) K podczas pracy na urzadzeniach mobilnych lub wpisuj kody literowo-cyfrowe
2drapka | do aplikacji podczas pracy przy komputerze.

Liczby

ecaywiste | P | punkgia | Planer maturalny to potaczenie spisu treéci vademecum z kalendarzem.
Ipebraieane | liniowa | Fadsie Utatwia samodzielne zaplanowanie powtorki catego materiatu i motywuje
do systematycznej pracy. Mozesz w nim odhacza¢ zrealizowane tematy

algebraiczne

VRzESIE PAZDZIERNIK i odlicza¢ czas pozostaty do egzaminu.
Kazdy dziat jest podzielony na krétkie tematy, ktore zaczynajg sig

Funkcja kwadratowa zmiennej x € R to funkcja opisana i TR A
T B . e R e od zwieztego wstepu teoretycznego. Wyrdznilismy go kolorowym ttem.

Quiz z teorii

Oznaczenie Quiz z teorii na poczatku tematu to odsytacz do quizu
skfadajgcego sie z kilku zadan testowych. Mozesz go rozwigza¢ zamiast
czytania teorii. Seria pytan skutecznie sprawdzi twojg wiedze teoretyczng
i utatwi zapamietanie podstawowych regut i wzoréw.

app.nowa
terazmatura.pl

Kod: QGGJN7

Zadania z rozwigzaniami sg dobrane tak, aby mozna byto przeanalizowac
najbardziej typowe zadania z danego tematu. Ich rozwigzania sg opatrzone

ZADANIA Z ROZWIAZANIAMI . . o . . .
komentarzami, ktore wyjasniajg konieczne zatozenia, poszczegolne etapy
rozwigzania czy wybor najlepszej metody.

Dopiski na marginesach przypominaja w odpowiednich momentach
A =b’- gqgc kluczowe definicje i wzory matematyczne oraz zwracaja uwage na
istotne kwestie.



ZADANIA

= Odpowiedzi
s. 222

Podsumowanie 3

Quiz z teorii
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b
[=]: ¢

app.nowa
terazmatura.pl

Kod: DTLNCX

Film -
rozwiazanie

zadania

app.nowa
terazmatura.pl

Kod: 53RP5V

Podsumowanie -
uzupetnione
odpowiedzi

app.nowa
terazmatura.pl

Kod: HSN7HN

Zadania zamieszczone bezposrednio pod Zadaniami z rozwigzaniami
pozwalajg sprawdzi¢, jak sobie radzisz z zadaniami analogicznymi
do omowionych.

Odsytacz do strony, na ktérej znajduja sie krétkie odpowiedzi do Zadan.

Kratka na marginesie zacheca do robienia wtasnych notatek, dzieki ktérym
vademecum nabierze indywidualnego charakteru.

Podsumowania to wybrane informacje z poszczegolnych dziatow
przedstawione w formie plakatow, map mysli, schematow. Utatwiajg
zapamietywanie zaleznosci badz skojarzenie niektérych wtasnosci.
Czes¢ informacji musisz uzupetni¢ samodzielnie.

Oznaczenie Quiz z teorii umieszczone przy Podsumowaniu to odsytacz
do quizu, skfadajacego sie z kilkunastu zadan testowych dotyczacych
teorii z danego dziatu.

Rozwigzania filmowe do wybranych zagadnien z Podsumowania prezentujg
youtuberzy: Marcin, prowadzacy kanat Matma z pasja, oraz MiedzianyFsor.

Kod QR umieszczony na zakonczenie Podsumowarn dziatéw kieruje do pliku
PDF z uzupetnionymi lukami. Komplet takich graficznych podsumowan
mozesz wydrukowac i powiesi¢ w poblizu miejsca nauki.



Zadania maturalne

Wzory CKE

Kod: 82E839

app.nowaterazmatura.pl

CKE maj2021 PR

Odpowiedzi

Rozwiazania
zadan

0L%2i0
i
=

nowa.terazmatura.pl

Kod: 5SPRHJA

Indeks

Wiecej -
Zbior zadan
= maturalnych PR
Wiecej -
Arkusze
——= maturalne PR

Zadania maturalne na koncu kazdego dziatu to zadania skonstruowane na
wzér zadan egzaminacyjnych CKE lub wybrane oryginalne zadania CKE.

Odnosnik do publikacji CKE ,Wybrane wzory matematyczne na egzamin
maturalny z matematyki”, z ktérej mozna korzysta¢ podczas egzaminu.
Warto te publikacje wydrukowac i zagladac¢ do niej systematycznie, aby
przyzwyczai¢ sie do uktadu i zakresu prezentowanych w niej tresci.

Oznaczenie zadania, ktére wystapito na maturze w poprzednich latach lub
w materiatach CKE i pasuje takze do obecnych wymagan egzaminacyjnych
dla poziomu rozszerzonego.

Dzieki krotkim odpowiedziom mozna szybko sprawdzi¢ koncowy wynik
kazdego zadania.

Kody QR umieszczone w czesci Odpowiedzi kieruja do plikéw PDF z petnymi
rozwigzaniami wszystkich zadan z vademecum.

Indeks znajduje sie na koncu publikacji. Umozliwia szybkie dotarcie do
szukanego pojecia lub zagadnienia.

Aby nabra¢ biegtosci w rozwigzywaniu zadan maturalnych, warto siegna¢
po zbiér zadan maturalnych z matematyki na poziomie rozszerzonym

z serii ,NOWA Teraz matura”. Ukfady tresci vademecum i zbioru zadan
maturalnych sg ze sobg $cisle skorelowane.

Osiggniecie najwyzszej formy przed egzaminem zapewnig arkusze
maturalne z matematyki na poziomie rozszerzonym z serii ,NOWA Teraz
matura”. Prace z arkuszami polecamy na zakonczenie przygotowan do
matury, gdy cato$¢ powtdrzenia masz juz za soba.




Wykaz uzywanych oznaczen

o wtedy i tylko wtedy, gdy

& nalezy; nie nalezy

ACB zbidr A jest podzbiorem zbioru B (zbidr 4 jest zawarty w zbiorze B)

a€ 4 element a nalezy do zbioru 4 (a jest elementem zbioru A)

0 zbiodr pusty; zdarzenie niemozliwe

AUB suma zbiorow 4 i B

ANB cze$¢ wspolna (iloczyn) zbiorow 4 i B

A\B réznica zbiorow A i B

N,Z,Q,R zbiory liczb: naturalnych, catkowitych, wymiernych, rzeczywistych

Ry R zbior liczb rzeczywistych dodatnich; zbior liczb rzeczywistych ujemnych

(a; b); [a; b] przedziat otwarty, przedziat domkniety

[a; b); (a; b] przedzial lewostronnie domknigty; przedziat prawostronnie domknigty
f; f(x) funkcja f; warto$¢ funkcji f dla argumentu x

D; Zw dziedzina funkcji; zbior wartosci funkcji

(a,); a, ciag; n-ty wyraz ciagu (a,,)

len(}o a, granica ciagu (a,,)

Jim 7 (x) granica funkcji f w —oo

lim 1 (x) granica funkcji / w punkcie x,

S g suma n poczatkowych wyrazoéw ciggu; suma szeregu geometrycznego
o(S,7) okrag o érodku S i promieniu

AB; |4B| odcinek o koficach 4 i B; dlugos¢ odcinka 48

AB; E‘ wektor o poczatku 4 i koncu B; dtugos$¢ wektora AB

F,~F, figura F; jest podobna do figury F,

F =F, figura F; jest przystajaca do figury F,

u=a,b] wektor u 0 wspotrzednych a, b

allb;alb prosta a jest rownolegla do prostej b; prosta a jest prostopadta do prostej b
Q zbior zdarzen elementarnych

A A zdarzenie A; zdarzenie A’ przeciwne do zdarzenia A4

P(4) prawdopodobienstwo zajécia zdarzenia 4

P(4 ‘B) prawdopodobienstwo zaj$cia zdarzenia 4 pod warunkiem zajscia zdarzenia B
n! silnia liczby n

(Z) symbol Newtona

=|

5 Xy srednia wynikow; $rednia wazona wynikow



Powtorzenie
przed matura



1. Liczby rzeczywiste i wyrazenia algebraiczne

Quiz z teorii

[z
% Kod: ZD5URJ Podzbiory zbioru R liczb rzeczywistych
= ¢

« zbior liczb naturalnych: N =10, 1,2,3,4,5, ...}
« zbior liczb catkowitych: Z=1{...,-3,-2,-1,0,1,2,3, ...}

app.nowaterazmatura.pl

e zbidr liczb wymiernych: Q

Q R e zbior liczb niewymiernych: R\
@ ﬂ Dodatkowe oznaczenia:
N — zbiér liczb naturalnych dodatnich
XC A X jest Z._ — zbior liczb catkowitych ujemnych
podzbiorem zbioru A Q. — zbiér liczb wymiernych dodatnich
X € A: x nalezy Q_ — zbiér liczb wymiernych ujemnych
do zbioru A R — zbiér liczb rzeczywistych dodatnich

R_ — zbiér liczb rzeczywistych ujemnych

. . g . . ., . P . .
Liczba wymierna to liczba, ktérg mozna przedstawi¢ w postaci , gdzie p, ¢ € 7 1q#0.
Kazda liczba wymierna ma rozwinigcie dziesi¢tne skonczone lub nieskonczone okresowe,
np. g = 0,125, 3 = 0,(1).

Kazda liczba niewymierna ma rozwini¢cie dziesi¢tne nieskonczone i nieokresowe,
np. V2 = 1,414213..., © = 3,141592...

Podzielno$¢ w zbiorze liczb naturalnych. Liczby pierwsze
Dla dowolnej pary liczb w € N i d € N\ {0} istnieje doktadnie jedna para liczb n, » € N taka,
ze w=nd+r ir<d.

Liczbe » nazywamy reszta z dzielenia liczby w przez d.

Jezeli r = 0, to mowimy, ze liczba w jest podzielna przez liczbe d albo ze d jest dzielnikiem

liczby w.

Zapis d |w oznacza, ze liczba d jest dzielnikiem liczby w.
Liczby 011 nie Liczba pierwsza nazywamy kazda liczbe naturalng wigksza od jednosci, ktorej jedynymi dziel-
$q ani pienvsze, nikami sg jeden i ona sama.
ani ztozone. Liczbg zlozong jest kazda liczba naturalna wigksza od jednosci, ktdra nie jest liczba pierwsza.

Dzialania na zbiorach
Element x nalezy do sumy zbiorow 4 i B wtedy i tylko wtedy, gdy nalezy przynajmniej do jednego
ze zbioréow A lub B:

Xx€EAUB & (xEAlub x €B)
Element x nalezy do iloczynu (czes$ci wspolnej) zbiorow 4 1 B wtedy i tylko wtedy, gdy nalezy do
kazdego ze zbiorow A4 i B:
XEANB & (xEAixEB)
Element x nalezy do réznicy zbiorow 4 i B wtedy i tylko wtedy, gdy nalezy do zbioru 4 i nie
nalezy do zbioru B:
Xx€EA\B & (xEAix¢&B)



1.1. Liczby rzeczywiste, wtasnosci liczb, przedziaty liczbowe

Przedzialy liczbowe
Zatozmy, ze a, b ER ia < b.

Przedzialy liczbowe ograniczone

x€(a;b) ® a<x<bh xEla;b) & asx<bh
5 . J 1 .
a b x a b x
otwarty lewostronnie domkniety
xE€la;b] ® a<x<bh x€(ab]le a<x<bh
J . 5 1 .
a b x a b X
domkniety prawostronnie domkniety
Przedzialy liczbowe nieograniczone
xE(—OO;a)@x<a xE(—oo;a]cvx<a
. . l .
a X a X
otwarty prawostronnie domkniety
x€(ago) & x> a xEla;o) & x=a
5 > s >
a X a X
otwarty lewostronnie domkniety

Wykaz prawdziwo$¢ zdania.
Jesli p jest liczbg pierwsza, to liczba p? — p + 2 nie jest liczba pierwsza.
Dla dowolnej liczby k € N liczba k* + k + 17 jest liczbg nieparzysta.

Rozwiazanie
a) pz—p+2=p(p—1)+2 Iflczbypllp—lsakol\em‘yml
liczbami naturalnymi, wiec

>0 _ . :
p(p =2 iloczyn p(p 1) dla dowolnej jedna z nich jest parzysta.

liczby pierwszej p jest liczba
parzysta rowna co najmniej 2
Zatem:
p(p—1)+2jest liczbg parzysta i p (p — 1)+ 2 = 4, czyli nie jest to liczba pierwsza.
To konczy dowdd.
b) Rtk+17=k(k+1)+17 Liczby ki k+ 1sg kolejnymi
liczbami naturalnymi, wiec

k(k+ 1) — liczba parzysta jako iloczyn jedna z nich jest parzysta.

liczb parzystej i nieparzystej
k(k+1)+ 17— liczba nieparzysta jako suma liczb parzystej i nieparzystej

To konczy dowod.

Liczba 2 to jedyna
liczba parzysta wsrod
liczb pienvwszych.
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1. LICZBY RZECZYWISTE | WYRAZENIA ALGEBRAICZNE

Wykaz, ze iloczyn kwadratéw trzech kolejnych liczb naturalnych jest podzielny przez 36.

Rozwigzanie
n—1,n, n+ 1—trzy kolejne liczby naturalne
(n - l)2n2 (n + 1)2 = ((n - 1)11 (n + 1))2 —iloczyn kwadratow liczb jest rowny kwadratowi

iloczynu tych liczb

Wsrod trzech kolejnych liczb naturalnych jest jedna podzielna przez 3 i przynajmniej jed-
na podzielna przez 2, wigc iloczyn tych liczb jest podzielny przez 2 -3 = 6. Zatem kwadrat
iloczynu tych trzech liczb jest podzielny przez 6. To konczy dowod.

Wykaz, ze jezeli przy dzieleniu przez 9 liczba naturalna a daje reszte 3, a liczba naturalna
b —reszte 5, to reszta z dzielenia przez 9 iloczynu liczb a 1 b jest robwna 6.

Rozwiazanie
a=9+3in€EN Przedstawiamy liczby a i b w postaciw = nd +r
b=9%+51keEN dlad=9ir=3orazr=>5.

= + + =
ab (9n 3)(9k 5) Zapisujemy iloczyn liczb a, b i przeksztatcamy go
= 8lnk+45n+27k+ 15 = do postaci 9/ +r, gdzie /€ N i r < 9.

=9(9nk+5n+3k+1)+6
n, k € N, wigc (9nk + Sn+ 3k + 1) € N, zatem reszta z dzielenia iloczynu ab przez 9 wynosi 6.

To konczy dowad.

. . L. , . . . a-3.
Wyznacz wszystkie catkowite wartosci parametru «, dla ktérych warto$¢ wyrazenia Z? jest
liczba catkowita.

Rozwiazanie

a—3 _a+2-5 _ 5
a+2  a+2 _l_a+2 (dlaa#—Z)
Wyrazenie | — QS? przyjmie warto$¢ catkowita wtedy i tylko wtedy, gdy a + 2 bedzie dziel-

nikiem liczby 5.

Zatem:
at+2=1luba+2=-1luba+2=5lba+2=-5
Odp.a=-lLa=-3,a=3,a=-7

Zaznacz na osi liczbowej i zapisz w postaci przedziatu lub sumy przedziatow zbiér rozwigzan
uktadu nieréwnosci:

3x+522x+4

x+2>3x—-8

Rozwiazanie
3x+522x+4

x+2>3x—38
x=-1 |
x<5 | 3 -
-1 5 X
Odp.[—1;5)
J§ )}

w
=y

-1



1.1. Liczby rzeczywiste, wtasnosci liczb, przedziaty liczbowe

Ile liczb catkowitych nalezy do réznicy przedziatow [m — v15;364]\[¥200 — 7; 7x — 20]?

Rozwiazanie

[ —{15;364] Ustalamy, miedzy ktorymi liczbami

1<71-4y15<0 catkowitymi lezy na osi liczbowe] lewy
koniec przedziatu [x — ¥15; ¥64].

Y64 =4

[¥200 — 7; 7w — 20]

5 <3200 <6

-2 <3200-7<-1 Ustalamy, miedzy ktérymi liczbami

7 —20 =~ 1.99 catkowitymi leza na osi liczbowej

| < 7m—20< 2 konce przedziatu [¥200 — 7; 7 — 20]

Zatem: [ —V15; 364 ]\ [3200 — 7; 77 — 20] = (77 — 20; ¥64]

O

-2-1 012 3 45 X
Liczby 2, 3 1 4 naleza do réznicy rozwazanych przedzialow.

Odp. trzy liczby

Zapisz w postaci utamka zwyktego.

0,(4) 0,(217)
Rozwiazanie
a) 0,4)=a b) 0,217)=a
0,4+004)=a |-10 0,217 4+ 0,000(217) =a |-1000
4+0,(4)=10a 217+0,(217) = 1000a
4+a=10a 217 +a = 1000a
_4 _ 217
4=9 4= 999
4 217
Odp. ) 0,(4) = oD b) 0,(217) = 999

—7)n—2 5 18
=T )E"H s )jest liczbg catkowita.

. Wykaz, ze dla kazdej liczby naturalnej n liczba
. Wykaz, ze iloczyn pigciu kolejnych liczb naturalnych jest liczba podzielng przez 120.

. Liczba naturalna & przy dzieleniu przez 7 daje reszte 4, a liczba naturalna p przy dzieleniu

przez 7 daje reszte 3. Wyznacz reszte z dzielenia przez 7 iloczynu liczb £ i p.

. Dla jakich catkowitych wartosci parametru a warto$¢ wyrazenia @ jest liczba catkowita?
a—1

. Zapisz w postaci przedziatu lub sumy przedziatéw i zaznacz na osi liczbowej zbidr wszyst-
kich liczb rzeczywistych x, ktore jednoczesnie spetniajg obie nierownosci 0,5x —2 < xg

2x—1 Tx+1
3 < 12

. Do ktorego z przedziatow: (11 — ¥124;4257 + 3) czy (-2 — m; 107 + 3) nalezy wiccej liczb
catkowitych?

oraz

. Zapisz w postaci utamka zwyktego.
a) 0,(12) b) 0,0(7) ¢) 0,3(18)

T %34

Patrz tez zadanie |
s. 131 w temacie

Szereq geometryczny'.

0,(4) = 0,44444.. =
=0,4 +0,0444.. =
= 0,4 +0,0(4)

= Odpowiedzi
s. 248



Quiz z teorii

5

b Kod: WDLVLV
[=

app.nowaterazmatura.pl

la—bl =|b-al

.LICZBY RZECZYWISTE | WYRAZENIA ALGEBRAICZNE

WartoS$cia bezwzgledna liczby a nazywamy odlegto$¢ odpowia- |al
dajacego jej punktu na osi liczbowej od punktu o wspotrzednej 0, . .
mierzong w odcinkach jednostkowych. 4

o
=Y

Wilasnosci warto$ci bezwzglednej

a dlaa=0
o1

—a dla a<0
la| =|-a| W szczegolnosci |a—b|=|b—dl
a+pl<la+lol  la-b[<ld+ ladl=ld bl [ = dia b0
Dlaca€ER i r=0:
|x—a|=r=>x=a—rlubx=a+r A regRatr
1 + -t o
‘x—a‘<r®a—r<x<a+r a-r a a+r X

x<a-—r xza-+r

|x—a|>r o x<a-rlubx=a+r

Odleglos$¢ miedzy punktami odpowiadajacymi na osi liczbom a i b wyraza si¢ wzorem ‘a - b‘.

Rozwiaz graficznie rownanie ‘x + 2‘ =3

Rozwigzanie
‘x + 2‘ =3
x—(-2)=3

Zapisujemy rownanie w takiej postaci,
aby mozna byto wykorzysta¢ geometrycznag
interpretacje wyrazenia|a — b|.

Szukamy punktow x, ktorych odlegfose
od punktu =2 jest rowna 3.
Odp. x=-5lub x=1

Rozwiaz graficznie nier6wnosc.
‘x - 3‘ <2

Rozwiazanie
Szukamy punktow x, ktorych odlegtfose

a) [x—3|<2 , X
) ) od punktu 3 jest mniejsza od 2.
0 1 3 5 x
Odp. x €(1;5)
Szukamy punktéw x, ktérych odlegtose
b) ‘2 —x‘ =4 od punktu 2 jest nie mniejsza od 4.
‘x - 2‘ =4
4 4
D S S
-2 0o 1 2 6 x



1.2. Wartos¢ bezwzgledna

Zapisz w postaci |x - a| < b nier6wno$¢ z niewiadomg x, ktdrej zbiorem rozwigzan jest prze-
dziat[-3; 5].

Rozwiazanie Odlegto$¢ miedzy koncami przedziatu [—3; 5]
4 4 jest réwna 8. Punktem oddalonym od =31 od 5
o potowe tej odlegfosci, czyli 0 4, jest liczba 1.
-3 01 5 x
8
Zatem:a=1,b=4
Odp. [x—1|< 4

Zapisz podang liczbe, nie uzywajac symbolu wartosci bezwzgledne;.

W17 - 342|+]4 - J17] 5 -247]-7]
Rozwiagzanie
a) [V17 - 342|+[4 — 17| = V17 - /18| +[4 - V17| = 7= I8 <0
= ({17 ={18) = (4= {17) = {17 + {18 =4+ /17 =32 -4 TP
b) ||5—247|-7|= -5 - 247) - v7]= S - 2T =35 - /I

=|-5+2y7-V7|=|-5+{7|=5-17
Odp.a)3V2-4,b)5-J7

o =7 -1] -
Wykaz, ze liczba 73] —’1 —«/7| jest liczba naturalna.
Rozwigzanie
=7 -1] J7+1
—1=47||= +(1=47)|=
V7 +3| | [T JT+3 (1=47)
|-a - bl =
7= G737 1407437307 = o+ b)) =
- {71+3 || V7+3 |~
=la+b|
T30
-kl
To konczy dowdd.
=> Odpowiedzi
s. 248

. Rozwiaz graficznie rownanie 5 |x + 3| = 15.

. Rozwigz graficznie nier6wnos$¢.

a) [x+1/<6 b) |6 x> 1

. Zapisz w postaci ‘x - a‘ < b nier6wno$¢ z niewiadoma x, ktorej zbiorem rozwigzan jest prze-
dziat (-5;9).

. Zapisz liczbg [245 — 33| +[3V5 — 442|142 - 63
wzgledne;.

, nie uzywajac symbolu wartosci bez-

pr—7| |13 -4x7

. Wykaz, ze liczba — ¢ Jestliczba wymierna.



1. LICZBY RZECZYWISTE | WYRAZENIA ALGEBRAICZNE

Quiz z teorii

Potega o wykladniku naturalnym
Zatozmy, ze n jest liczba naturalng dodatnig. Wowczas n-ta potege liczby rzeczywistej a definiu-

app.nowaterazmatura.pl jemy nast@puj@co:

h—

a aa ... a

_'\("—J
n czynnikow
Pierwiastek n-tego stopnia
+ Jezelia = 0,b = 01i n jest dodatnig liczbg parzysta oraz b" = a, to b = %a.
« Jezeli n jest liczbg nieparzysta wicksza od 1 i 5" = a, to b = Ya.

Wilasnosci pierwiastkéow

va? = |al

n — liczba parzysta

=l
W= dlaa>0

Ha-%b="la-b dlaa=0ib=>0
nj_zzf(/% dlaa=0ib >0

Potega o wykladniku rzeczywistym

Potega o wykladniku calkowitym
(dla a # 0)

a®=1
= 1
a 1=E
a"= dlan € N\{0, 1}

n —liczba nieparzysta
Ya" =a

Va = (4ay
Wa-nb="a b

a _ ,fa
A dlab #0

Potega o wykladniku wymiernym

1

an="a dlaa=>0,n € N\{0, 1}

k

an ="a* dlaa > 0,n,k€N\{0,1}

ai=L =L diag>0nkeN\{0,1}
a% n/ak

Dla kazdej liczby a € R i kazdej liczby r € R jest jednoznacznie okreslona potega a”.

WiasnoSci poteg
Jezelia,b €R  ip,r €R, to:

a’-a"=a?*" iloczyn poteg o tych samych podstawach

P
‘:7 =af™" iloraz poteg o tych samych podstawach
(a?) =a”" potega potegi

(a b)? =aP b? potega iloczynu

(a p_aP .

;) = potega ilorazu

3 -l
()

—

4o Yo 3427

Oblicz warto$¢ wyrazenia

Rozwiazanie

3 -1
2 o137 (L
3 814 <9)

3
L 32(3%ig 323332 324342 3 _33_9
- 3 T2 371 3T E
49 -Yo=3 27 4;/32.3,/(32)—%./33 3:-3373.37 3237130 33143



1.3. Dziatania w zbiorze liczb rzeczywistych

48 30

Zapisz liczbe r;” W postaci potegi liczby 3.

Rozwiazanie
68930 (2383230 48348 360 34848 _312)

_ 224
1224 o712 (22374 _(33)12 T 048,324 336 T 324(p48_312)
Wykaz, ze liczba Y19 + 843 + 428 — 1043 jest catkowita.
Rozwiazanie (o ) o+ 20b + b?
(19483 =419+24y3 ={42+2-43+(3)> ={4+3)*=4+3 b= 2_ 20b+ b’
a-
(281043 =428-2-53 =452 =253 +(f3)? ={(5-3) =[5 - V3| =5-3 /2 = lal
Zatem: {19 + 843 +/28 = 1043 =4 +y3+5—-4y3 =9 To koniczy dowdd.
Zapisz podang liczbe w postaci potegi liczby pierwszej o wyktadniku wymiernym.
72wy 32342
Rozwiazanie !
= I\— 35
2 VTG = (573 = 7 b) 32442 =25 (22-22) = 26
Wykaz, ze nierdownos¢ 2°32 > 3% jest prawdziwa.
Rozwiagzanie
2932 =2119°8 = (28)119 =256 Zapisujemy obie liczby w postaci poteg
3595 — 31195 (35)119 — 43119 o tych samych wyktadnikach.
256 > 243, wiec 256'1% > 243" To konczy dowéd.
Wykaz, ze jezeli n € N, to liczba 233 —32"+1 — 3.8+ 8- 9" jest podzielna przez 5.
Rozwiazanie
23n+3_32n+173.817+8.9n:23423n_3,32ni3423n+8,32n:5(23n+32n)
(237 +32") € N, wigc liczba 5 jest dzielnikiem rozwazanej liczby. To konczy dowod.
=> Odpowiedzi
s. 248
. Oblicz warto$¢ wyrazenia. 2 /1\2
-2 a3 (L
1 R 7237 ()
a) ¢+{l+[6-(1+5 )7} b) ——
4972
726+35.67

. Wykaz, ze liczba -~~~ jest naturalna.
24°+3-6

. Wykaz, ze liczba V14 — 65 + 9 + 445 jest catkowita.

. Zapisz podang liczb¢ w postaci potegi liczby pierwszej o wyktadniku wymiernym.

2554125
y1254/5

. Wykaz, ze nierownosé 2°10 > 539 jest prawdziwa.

a) Y943%27 b)

. Wykaz, ze liczba 272 + 4%7 + 823 jest podzielna przez 13.



1. LICZBY RZECZYWISTE | WYRAZENIA ALGEBRAICZNE

Quiz z teorii

i Kod: AWASST Wzory skréconego mnozenia

Jezeli a, b sa dowolnymi liczbami rzeczywistymi, to:

app.nowaterazmatura.pl (a + b)2 =a?+2ab + b2 kwadrat sumy
(a— b)2 = a? —2ab + b* kwadrat réznicy
a?=b*=(a—b)a+b) réznica kwadratow
(a+b)®=a®+3a%b+3ab®+ b3 sze$cian sumy
(a—b)*=a®—3a2b+3ab? - b3 sze$cian roznicy
A =b3=(a-b)a®+ab+b? réznica sze$ciandw
B+b3=(a+b)a?—ab+b?) suma sze$ciandw

a"—b"=(a—b)a" V+a" 2p+ .. +a"kpk—14 4 apn24+p"" 1)

a"-1=(a-1D@" '+a" 2+ ... +a" % +...+a+1)

Wiedzac, ze a+ b =—42 iab =-5, oblicz a® + b°.

Rozwiazanie

a’+ b’ =(a+b)(a’—ab+b*)= Przeksztatcamy wyrazenie a® + b° do takiej
= (a + b)((az + ],2) _ ab) - postaci, w ktérej wystapig a + b i ab.

= (a + b)((a + b)2 —2ab - ab) = (a + b)((a + b)2 - 3ab)

Zatem: a® + b =—{2((—V2)’ +3-5) =-1742

Odp. a®>+ b3 =-1742

Wykaz, ze (a+b+c)*+(a—b+c)f+(a+b—c)P+(a—b—c) =4+ b+ 2.

Rozwigzanie

(a+b+ 0)2 = [(a +b)+ c]z = Wyprowadzamy wzér na kwadrat sumy

=(a+b>?+2(a+b)c+c= trzech wyrazen (a+ b+ ¢)*, korzystajac
) ) ) ze wzoru na kwadrat sumy dwoch wyrazen.

=a”+2ab+b”+2ac+2bc+c

Czyli: (a+b+ c)2 =a?>+b>+c?+2ab + 2ac + 2bc

Zatem:

(a—b+cl=(a+(=b)+c)P= Stosujemy wyprowadzony wzor.
=a?+(=b)?+cr+2a(=b)+2ac+2(—b)c =a*+ b2+ c2 = 2ab + 2ac — 2bc
(a+b—c)2 = <a+b+(—c)>2 = a*+b?+ c* +2ab — 2ac — 2bc

(a—b—c)2 = (a+(—b)+(—c))2 =a’+b*+c*—2ab - 2ac + 2bc
L=(a+b+c)+(a=b+c) +(a+b-c+(a—b-c)f =
=a’+b*+c*+ 2ab + 2ac + 2bc +

+a?+b*+c*—2ab+2ac —2bc + Podstawiamy w dowodzonej rownosci
YR+ b2+ 2+ 2ab - 2ac — 2be + wyznaczone wyrazenia.
+a*+b%+c*—2ab - 2ac + 2bc =

=4a’>+4b*> +4c* = 4>+ b*+?) =P To koficzy dowod.



1.4. Wyrazenia algebraiczne. Wzory skréconego mnozenia

Wykaz, ze liczba 43° — 6! jest podzielna przez 7.

Rozwiagzanie

435 - 6'0=435-(6%) = 43° - 36° =

= (43 —36)(43* + 433 - 36 + 432 - 362+ 43 - 36° + 36%) =
=7-(43%+433-36+43%-362+43 - 36+ 36%)
(43%+43%-36 +432-36% + 43-36° + 36*) EN, wiec liczba 433 — 6! jest podzielna przez 7.

To konczy dowdd.

Stosujemy wzor na a” — b".

Wykaz, ze dla kazdej liczby naturalnej n liczba n? albo jest podzielna przez 4, albo daje z dzie-
lenia przez 4 reszte rowna 1.

Rozwiazanie

Kazda liczba naturalna n jest parzysta albo nieparzysta, mozna wigc ja zapisaé w jednej
z dwdch postaci:

IL.n=2k lub IL.rn=2k+1 (gdziek€N)

Wowczas:

Lat=4k Ilub ILnt=Qk+1) =4k +4k+1=4(2+k) +1
Y

czyli 4| n? 4142 +k)

k€ N, wicc (k> + k) € N, zatem reszta z dzielenia n?
przez 4 wynosi 1.
To konczy dowdd.

Wykaz, ze dla dowolnych liczb a i b prawdziwa jest nieréwnosé a> + b*+2 = 2 (a + b).
Rozwiazanie Aby udowodni¢ podang nieréwnose,
a*+b*+2>2(a+b) przeksztatcamy ja rownowaznie.

a’+b>+2=2a+2b
a*—2a+b>-2b+220
(@*=2a+1)+(B*-2p+1)20
(a-1+(B-17%>0

Suma kwadratéw jest nieujemna dla dowolnych liczb a i b.

A\VARRVY

To konczy dowdd.

. Wiedzac, zea+b =45 i ab=—43, oblicz:

a) a’>+b?,

b) @+ b3

. Wykaz, Ze(at-i-b-i-c)3-f-(a—b—c)S-f-(c—a—b)3+(b—a—c)3 = 24abc.
. Wykaz, ze liczba 137 — 128 jest podzielna przez 11.

. Wykaz, ze jezeli n jest liczba naturalng niepodzielng przez 3, to reszta z dzielenia przez 3
liczby n? jest réwna 1.

. Wykaz, ze jezeli ab > 0,10 § + 2> 2,
a

41n

0

v

4 jest dzielnikiem n?

= Odpowiedzi
s. 248
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1. LICZBY RZECZYWISTE | WYRAZENIA ALGEBRAICZNE

Pierwiastkowanie a potegowanie (a > 0, n, m, k € N \{0, 1}).

1
mozna tak =53 = (5?)° lub tak

(53)% : <5§)% (53 o5

Wymierna czy niewymierna?

Czy suma liczb niewymiernych moze by¢ liczbg wymierna?

TAK NIE

Czy suma liczb niewymiernych moze by¢ liczbg niewymierna?

J2+4/2=2/2

TAK NIE

Czy iloczyn liczb niewymiernych moze by¢ liczbg wymierna?

J/2-y/2=2

TAK NIE

Czy iloczyn liczb niewymiernych moze by¢ liczbg niewymierng?

>
3
5

TAK NIE

Czy iloraz liczb niewymiernych moze by¢ liczba wymierna?

RN
Il

TAK NIE

Czy iloraz liczb niewymiernych moze by¢ liczbg niewymierna?

S
I
W N

TAK NIE




Podsumowanie 1

Uzupelnij zapisy zwigzane z podzielnoscia liczb (k € 7).

n=2k zapis liczby podzielnej przez 2, czyli zapis liczby parzystej

n = 3k zapis liczby podzielnej przez 3

n = 10k zapis liczby podzielnej przez 10

n=_ k zapis liczby podzielnej przez 13

n = mk zapis liczby podzielnej przez m

n=2k+1| zapis liczby, ktora przy dzieleniu przez 2 daje resztg 1, czyli zapis liczby nieparzystej
n=3k+| zapis liczby, ktora przy dzieleniu przez 3 daje reszte 1
n=10k+¢4 zapis liczby, ktora przy dzieleniu przez 10 daje resztg 4

n =17k +10  zapis liczby, ktora przy dzieleniu przez dajereszte
n=mk+| zapis liczby, ktora przy dzieleniu przez m daje reszte 1

k + (/( +1) suma dwoch kolejnych liczb catkowitych

2k + Qk + 2) suma dwoch kolejnych liczb parzystych

Qk+1) + @k + 3)

Gk-3) +3k+Bk+3) =
=30Ck-1) +3k+30+1)

suma dwoch kolejnych liczb

suma trzech kolejnych liczb catkowitych podzielnych przez

Udowodnij, ze suma kwadratow dwoch kolejnych liczb catkowitych podzielnych przez 3 jest podzielna
przez 9.

Aby wykazac, ze dana liczba jest podzielna przez 9, wystarczy zapisac ja w postaci:
9 o

— liczba catkowita
— dwie kolejne liczby podzielne przez 3

— suma kwadratéw dwoch kolejnych liczb catkowitych

podzielnych przez 3
—_
(Liczba k jest catkowita, zatem liczby i 2/ sg catkowite,
a suma liczb catkowitych jest ).

Liczbe (3k)? + (3k + 3)? zapisali$my w postaci iloczynu liczby 9 oraz liczby catkowitej,
zatem jest ona podzielna przez 9.

rozwiazanie
zadania

(=] %% [m]
CILE

app.nowa
terazmatura.pl

Kod: LWFVWU

rozwiazanie
zadania

app.nowa
terazmatura.pl
Kod: EV36MZ

- OO
Podsumowanie -
uzupetnione
odpowiedzi

app.nowa
terazmatura.pl

Kod: PTRDW?2




= Odpowiedzi
s. 248

Wzory CKE

Kod: 82E839

app.nowaterazmatura.pl

1. LICZBY RZECZYWISTE | WYRAZENIA ALGEBRAICZNE

Zadania maturalne

Zadanie 1 (0-2)

Zapisz w postaci \x— a\ < b nierébwno$¢ z niewiadomg x, ktorej zbiorem rozwigzan jest przedziat
[—6;4].

Zadanie 2 (0-2)

Zapisz w postaci |x - a\ 2 b nierdbwnos¢ z niewiadoma x, ktérej zbiorem rozwigzan jest suma przedzia-
16w (—o0; —2] U [8; o0).

Zadanie 3 (0-2)
64-416%16

Oblicz .
¥16-/848

Zadanie 4 (0-2)
Oblicz (5 —246)(Y3 —2)* (246 + 5) + §27.

Zadanie 5 (0-2)
1.1 1 .1\2
Oblicz (6+ 112)2 + (6 - 112)2) .

Zadanie 6 (0-2)

Ws+2-4f5-2 5 |

——— jest wymierna.

Wr2els—2 2

Wykaz, ze liczba

Zadanie 7 (0-2)

Zapisz wyrazenie %a (—2a—3)* = (a5 — 2)(a + 3)(ay5 +2) w najprostszej postaci i oblicz jego war-
tos¢ dlaa = 443 - 8.

Zadanie 8 (0-2)

Wykaz, ze jezeli n jest dodatnia liczbg naturalna, to liczba n® — 2n* + n? jest podzielna przez 36.

Zadanie 9 (0-2)

Wykaz, ze reszta z dzielenia przez 12 sumy kwadratdéw trzech kolejnych naturalnych liczb nieparzy-
stych jest rowna 11.

Zadanie 10 (0-2)

Wykaz, ze suma sze$cianow dwoch kolejnych nieparzystych liczb naturalnych jest podzielna przez 4.

Zadanie 11 (0-2)

Wykaz, ze liczba 13° — 11° jest podzielna przez 2* i nie jest podzielna przez 2°.

Zadanie 12 (0-2)

Wykaz, ze jezeli a, b i ¢ sa réznymi od zera liczbami rzeczywistymi takimi, ze a+b+c =0, to
o2 2 2
b+c atc a+b

=0.



Zadania maturalne

Zadanie 13 (0-2)

Wykaz, ze jezeli a #0 i a++=4, to a>+-5 = 52.
a

Zadanie 14 (0-3)

x+y _ ytz . z+x
(y=2)(z—x) -2)x-y -x0p-2)

Wykaz, ze = 0. Zapisz konieczne zalozenia.

Zadanie 15 (0-3)

Wiedzac, ze a+ b = 5ia”>+ b> = 17, oblicz a* + b*.

Zadanie 16 (0-3)

Wyznacz takie dodatnie liczby naturalne a i b, dla ktorych warto$¢ wyrazenia a® + 2ab + b> + 2a + 2b
jest rowna 15.

Zadanie 17 (0-3)

Wiedzac, ze k+m =2 i k3 +m?> =5, oblicz km.

Zadanie 18 (0-3)

Wiedzac, ze x3_:15 = 2bx_l dlax#-5,x#0,a#01b# %, wyznacz %
Zadanie 19 (0-3)

Liczby rzeczywiste x oraz y spelniajg jednoczes$nie rownanie x +y = 4 i nier6wnos¢

x> —x%y < xp?—y3. Wykaz, ze x =2 oraz y = 2.

Zadanie 20 (0-3)

Udowodnij, ze dla kazdej liczby catkowitej & i dla kazdej liczby catkowitej m liczba k3m — km? jest
podzielna przez 6.

Zadanie 21 (0-3)

Wykaz, ze dla kazdej dodatniej liczby rzeczywistej a i dla kazdej dodatniej liczby rzeczywistej b
takich, ze b %a, prawdziwa jest nierowno$é (a +2b)° > 8a>b + 16ab>.

Zadanie 22 (0-3)
Wykaz, ze dla kazdej liczby rzeczywistej x i dla kazdej liczby rzeczywistej y takich, ze 2x > y, spet-
niona jest nierownos¢ 7x3 + 4x2y = 3 + 2xp? — x3.

Zadanie 23 (0-3)

Udowodnij, ze suma sze$ciandw trzech kolejnych liczb catkowitych niepodzielnych przez 4 jest liczba
podzielng przez 36.

Zadanie 24 (0-4)

Wyznacz takie dodatnie liczby naturalne a i b, dla ktérych warto$¢ wyrazenia a® — b* + 3a — 3b jest E Wiecej -

; 7 Zbior zadan
rowna 2.Z2. maturalnych PR

Zadanie 25 (0-4) Wigcej -
Ark
Wykaz, ze (a+b+c)’ —3(a+b)(b+c)a+c)=a>+b>+c. | mrattlljsr:iene PR
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Odpowiedzi

ZADANIA
1.1
3.5
4.-5,-2,-1,0,2,3,4,7
5. (—00;3]
6.(—2—+m; J10m +3)
4 7 7
7. a) g, b) 9*0, C)E
1.2
1.x=0lubx=-6
2.a) x €[~7; 5], b) x € (~o0; 5) U(7; )
3.x—2[<7
4.J5-3J3+3y2
1.3
La)1,b) 5
7 2
4.a) 310, b) 524

1.4
1.a)5+243,b)5/5+3/15

Zadania maturalne
Lx+1]<5
2.[x-3[>5

3.16%2

4.2

5.22
6.-3€Q
7.%0a+12;61V3 - 110
15.257
16.a=1,b=2luba=2b=1
17. km =3

5 3a-2b+1
18. . = Toh—1

24.a=5b=3luba=10,b=9

2. Funkcje. Funkcja liniowa

ZADANIA
21

1L.a)[-2;2] b)x €[-3; -2]U{1, 5}, o) [-4; -3],[-2; ~1],[1;2],[4; 6], d) x = —1, €) x € (=5;-2]U{1}U(2;5],

f) trzy
2.2) D = (5;),b) D = R\{-4,4}
3. ZW = (~o0; 1]



Dlaa > 0, kEZ n EN in>1: Réwnanie kierunkowe: y=ax+b,a = tga

ak —_) ai = Wa, an = (Ya), e (y{/l_)k Réwnanie prostej PQdla P=(x;, y;) i Q=(xy y,):
a* a )% —x)— (¥, —y)x—x)=0
Dlaa>0,b>0,wER, tER: g, )~ 02 ) —a) =0
dwnanie prostej o wspotczynniku kierunkowym a
avoat=gvtt gviat=g"vt (aw)t - . _
> R > > przechodzgcej przez punkt P = (x;, y,): y=a(x—x,)+y,
a" b”=(a"b)", e <Z> Réwnanie ogdlne: Ax+By+C =0, A>+B*#0
Odlegto$¢ punktu P =(x, y,) od tej prostej:
’Axo + Byy + C‘
Dlaa>0,p>0,p¢I:logpa:b,gdypb:a AR
Dlaa>0,b>0,p>0,p=1,x>0,x#1,rER: Proste y=a,x+b, i y=a,x+ by
log, (ab) = log,a +log,b, logp% =log,a-log,b, plost =p, sg rownolegle, gdy a, = a,,
log,a sg prostopadle, gdy a,a, = —1, czyli gdy a, = ——.
log,a” = r-log,a, log,a = o8 logpp Llog,1=0 2 prosiop Y 2 YAy a2 = g,
log Proste Aix+ B,y +C, =0iA,x+B,y+C, =
sa rownolegte, gdy A, B, — A,B, = 0,
sa prostopadte, gdy A; A, + BB, = 0
(aib)2=a212ab+b2
a?—b*=(a+b)a—b)
(a+b)’ =a>+3a’b+3ab>+ b* A =(x;,51), B=(x y,), M- srodek odcinka AB
—bY = a®—3a2b+3ab? — b3 x1tx 1ty
(a=b) = a’~3a’b+3ab? - b 4B = (x, = 1. + (3= 01 M:( 2 0 2 )

a*-b*=(a—-b)(a®+ab+b?)
a +b3*( +b)(a®—ab+b?)

( b)(anl+an 2b+ tab" 2y pn 1)
a —1—( D@ '+a" 2+ .. +a" *+.+a+1)

AB= [xZ_xD Y2 _)’1}
Jesliti = [up,u,l v=[v, v, to: i=¥ & uy=v, i u,=v,

Réwnanie okregu o ((a, b), r): (x—af+(y-b)=r

Wzér funkc?'i kwadrhatowej (a=0,xER): BCIAD o ‘PB‘ |PC| ‘ D
w postaci ogélnej: f(x)= ax*+bx +c, ‘BA‘ ‘CD|
w postaci kanonicznej: f(x) = a(x —p)* + g, gdzie (p, q) - Stad @ _ @ _ @ 5 )
wierzcholek paraboli, p = — zl;, q=—1> A= b? - 4ac, |PA| ‘PD| |AD| '

w postaci iloczynowej:

- jesliA =0, to f(x) = a(x-x)% O
gdzie x, = _2_ha - pierwiastek podwdjny, Na czworokacie mozna opisac okrag Q/ \
CjedliA>0,to f(x) = a(x - x)(x—x,) wtedy i tylko wtedy, gdy sumy przeciw- 0
! ' A ;_ 7 legtych katow tego czworokata sa réwne. ?/
gdzie x; = _bz_a A; Xy = _b;a 8 pierwiastki, a+y=p+0=180°

- jesli A <0, to funkcja nie ma postaci iloczynowe;j.

W czworokat wypukty mozna wpisa¢ <

okrag wtedy i tylko wtedy, gdy sum
Jesli A =0, to zachodza wzory Viéte'a: x, + x, = —é, XX, =7 e}g vy , ¥ 9y SumY b
a a przeciwlegtych bokow tego czworokata d
s3 réwne.
atc=b+d a
Podzielno$¢ wielomiandw. Jezeli W i P sg niezerowymi
wielomianami oraz st (P) < st(W), to istnieja takie wielo-
miany QiR, ze W(x) =P (x)Q (x) +R (x) oraz wielomian R Twierdzenie sinuséw: B
jest wielomianem zerowym lub st (R) <st (P) JezeliR =0, a b _ ¢
to méwimy, ze W jest podzielny przez P. sine  sinf siny a <
Twierdzenie o reszcie. Jezeli R jest resztg z dzielenia wielo- Twierdzenie cosinusow: c Y - Ll >
mianu W przez dwumian x — a, to R = W(a). a*=b*+c* = 2bccosa
Twierdzenie Bézouta. Wielomian W jest podzielny przez b* = a*+c?—2accos R — promiefi okregu

dwumian x - a wtedy i tylko wtedy, gdy W(a) =0. c2=a’>+b*>—2abcosy opisanego na tréjkacie



Funkcje trygonometryczne kata ostrego

sing =4 cosa'=£ tga'=£ ¢
‘ ¢ b a
b
Funkcje trygonometryczne dowolnego kata
= = 2 2 \
- r=|op| PVxP‘U’P . Ve Pr="(xp yp) y
sine =5, cosa =3, tga =%, I&i
. sin’e + cos’@ = 1 Iy
. tga=%,af¢%+kn,kEZ Ap 0 X
Wartosci funkcji trygonometrycznych
dla niektérych katow
a 0° 30° 45° 60° 90°
- 1 ) e
sina 0 5 5 = 1
J3 nie
tga 0 3 1 3 istnieje
: Wykresy funkcji trygonometrycznych
Y .
/\ 1 y=smx /
[211; _3n _p _ 0 I s 3n X
2 -1 2 \M
Y

N

= Coy—\

— i N 14 0o
ZH—N/Z 1 g\/
Y
=tgx

1
3n _n 0 m 3n
= /T 24 2 2

Wybrane wzory redukcyjne

sin (90° — @) = cosa
cos(90° — @) =sina
sin(180° — @) =sina

cos(180° — a)=—cosa
tg(180° — @) = —tga

in (90° + @) = cosa
0s(90° +
(

sin(180° + a') —sina

@,

)— —sina

[a)

cos(180° + @)= —cosa
tg(180° + @) =tga

Wzory trygonometryczne

. sm(a’ ,[)’) =sinacosf + cosasinf

. sm(a ,8) =sinacosf —

cosasinfS

. cos(a‘+b’) = cosacosfS—sinasinff

. cos(a’—[)’) = cosacosfS+sinasinf

o sin2a = 2sina cosa

« cos2a = cos’a —sin’a =

 tgla-

tga +tgf

+h)= 1-tga tgh

. tgle

| Ciag arytmetyczny

N an+1:an+r

. an=a1+(n—1)r, a,

a1+an‘

© Sm—3 n, S,

Ciag geometryczny

Ay =4a,q

N “n=“1'qn7 >
n

2 —
Ay = apy

_ -1+ a,41 dl

_ 24 +(n - l)r

2cos’a—1=1-2sin’a
tga —tgf
=T gaes
ga tgh

3 an=2

2 n

“a,,, dla n=2

1_
. sn=a1'f2’ gdy q#1, S,=n-a, gdy q=1

« Jesli|g| <1, to suma szeregu geometrycznego: S = 1‘11 7
| Pochodne niektorych funkcji

fla)=c flx)=0
flx)=ax?+bx+c f(x)=2ax+b
f@)=%D=R\{0}  f@=-5D =R\{o}
fW=D=[0ow)  f)=nD =(0)
flx)=xKk#0,k=1 f(x) = kx* !
. (c (x)'—c f(x) dla c€ER
< (fE)xg() =f () g(x)
- (f) @) =f () (@) + () g )

SN _ 10 8 s0 s

(g (x)) (g(x))z dl g( ) 0

Rownanie stycznej

Jesli funkcja f ma pochodna w x,, to styczna do wykresu
funkcji f w punkcie (xo, f(xo)) ma réwnanie:

y=ax+b, gdzie a=f'(x,)




0'=1, n'=1-2-...-n dla n€N,
)=k|"7!' dla n, kEN i k<n

{(n— k)
0,7 G- (=L

g

Liczba k-elementowych wariacji z powtdrzeniami zbioru

n-elementowego: n*

Liczba k-elementowych wariacji bez powtérzen zbioru
n!

(n—k)

Liczba permutacji zbioru n-elementowego: n!

n-elementowego (1 < k < n):

Liczba k-elementowych kombinacji (podzbioréw) zbioru

n-elementowego (0 < k < n): (Z)

Klasyczna definicja prawdopodobienstwa

Niech A c Q. Jegli wszystkie zdarzenia elementarne
A

s3 jednakowo prawdopodobne, to P(A) = %

Wilasnoéci prawdopodobienstwa

DlaA,BcQ: P(0)=0, P(Q)=1, 0<P(A)<1,
P(A)=1-P(A), P(A)<P(B) dla AcB,
P(AuB)=P(A)+P(B)-P(AnB)
Prawdopodobienstwo warunkowe

P(ANnB
DlaA,BcQ,P(B)>0; p(A|B): (4nB)

P(B)

Prawdopodobienstwo catkowite

Niech A, B, ..., B, c Q.Jedli B;n B;=0 dla i #j,
B,u..UB,=Q oraz P(B)> 0 dla 1<i<n,to
P(A)=P(A|B,) P(B,)+..+P(A|B,) P(B,).

Wzor Bayesa
Jezeli zdarzenia By, B,, Bs, ..., B, ¢ Q tworzg uklad zupelny,
AcQ iA#0,todladowolnegol < i< n prawdziwa jest
zaleznoéé: P(B;|A) = M
P(4)
Schemat Bernoulliego
Prawdopodobienistwo uzyskania k sukcesow
w schemacie n préb Bernoulliego:
Bk =(})ptq" dla k=0,1,2, .,
gdzie p jest prawdopodobienstwem sukcesu,a g =1 — p jest
prawdopodobienstwem porazki w pojedynczej probie.

Dominanta zestawu danych to warto$¢ wystepujaca
najczesciej, ale wigcej niz raz.

Mediana uporzadkowanego zestawu n liczb to wyraz
$rodkowy (dla #n nieparzystych) lub §rednia arytmetyczna
dwodch wyrazéw srodkowych (dla n parzystych).

Trojkat
c b
DN p= %“h

a R

p - potowa obwodu P=5 absina

R - promien okregu p= il};{
opisanego na trdjkacie P=pr

r — promien okregu
wpisanego w trdjkat

Z&
-2 -1
4 R= 3 h r=s3 h
Réwnolegtobok
b n
P=ah
: P=absina
a

C Romb

P={p(p-a)p-b)p-c)

Trojkat rownoboczny

_a*3 _ay3
P="7 B==

P=ah
AC|-|BD,
p_ 1Ak |aD)

P=ad*sina
Trapez

M'h

P=—

Deltoid

AC|-|BD
p- lact B0

Graniastostup Ostrostup

P.=P,+2P,
V=P,-h

P.=P,+P,

_1
V—?Pp‘h

Bryly podobne

Jezeli bryta F, o polu powierzchni calkowitej P, i objetosci
V; jest podobna w skali k do bryly E, o polu powierzchni
calkowitej P, i objetosci V,, to:

P, Vi
?l=k2 oraz Vi=k3
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