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Rozdziat 1
Nieskonczonos¢

Zrédta matematyki leza w zainteresowaniach praktycznych'.
Pasterze potrzebowali zna¢ liczebnos¢ stad. Rolnicy musieli
umieé wazy¢ ziarno zebrane podczas zniw. Poborcy podat-
kéw cheieli okresla¢, ile kréw czy kur powinien odda¢ krélowi
kazdy wiesniak. Z takich codziennych potrzeb wyrést wynala-
zek liczby. Na poczatku liczono za pomoca palcéw u rak lub
nég. Potem wycinano liczby na ko$ciach zwierzat. W miare
jak ich przedstawienie rozwijato si¢ od prostych naci¢¢ do
symboli, liczby wszystko ulatwialy — od handlu i zbierania po-
datkéw po ksiegowoé¢ i urzedowe spisy. Swiadectwa tego wi-
dzimy na glinianych tabliczkach z Mezopotamii, ktére zapi-
sano ponad piec tysiecy lat temu rzgdami symboli w ksztalcie
klinéw, skad wzicta si¢ nazwa pismo klinowe.

Poza liczbami mialy znaczenie takze ksztalty. W starozyt-
nym Egipcie pomiar katéw i dtugosci byt niezwykle wazny.
Kazdego roku geometrzy musieli na nowo rysowaé granice
p6l zatarte przez letnie wylewy Nilu. Od czynnosci tej pocho-
dzi nazwa badania ksztaltéw jako takich, to jest geometrii: po
grecku ge oznacza ,ziemia” i metres — ,mierniczy”.

Na poczatku geometria miata sztywne krawedzie i katy
ostre. Jej upodobanie do prostych linii, ptaszczyzn i katéw
byto odzwierciedleniem jej utylitarnego Zrédta: tréjkaty stu-
zyly za réwnie pochyle, piramidy za pomniki i grobowce,
a prostokaty za blaty stoléw, ottarze i pola uprawne. Budow-
niczowie i ciesle wykorzystywali katy proste do wyznaczania
pionu. Dla zeglarzy, architektéw i kaptanéw znajomo$¢ geo-
metrii linii prostej byta niezb¢dna do pomiaréw odleglosci,
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w nawigacji, przy okreslaniu daty, przewidywaniu zaé¢mien
oraz budowaniu miejsc kultu.

Nawet gdy geometria zafiksowala si¢ na linii prostej, jedna
krzywa zawsze zajmowala wyréznione miejsce — ten najdosko-
nalszy ksztatt ze wszystkich: okrag. Widzimy okregi w stojach
drzew, falach rozchodzacych si¢ na powierzchni stawu, ksztalcie
Storica i Ksigzyca. Okregi zewszad otaczajg nas w przyrodzie.
A gdy patrzymy na okregi, one literalnie patrza na nas. Od-
najdujemy je w oczach bliskich, w okraglych obrysach ich zre-
nic i tgczéwek. Okregi sa w rzeczach praktycznych i w rzeczach
sentymentalnych, jako kota pojazdéw lub pierscionki Slubne.
Majg takze mistyczne znaczenie. Ich wieczne powracanie przy-
wodzi na mysl odmiany pér roku, reinkarnacje, zycie wieczne
i mito$¢ bez kresu. Nic dziwnego, ze okregi przyciagaja nasza
uwagg, odkad ludzko$¢ bada ksztatty.

Z matematycznego punktu widzenia okregi s3 ucielesnie-
niem zmiany bez zmiany. Punkt wedrujacy po okregu zmienia
kierunek ruchu, ale nie zmienia odleglosci do srodka okregu.
Jest to minimalna posta¢ zmiany, najmniejszy mozliwy stopiert
zmieniania si¢ i zakrzywiania. Ponadto okregi sa oczywiscie sy-
metryczne. Gdy okrag obréci si¢ dookota swojego srodka, na-
dal wyglada tak samo. Symetria obrotowa thumaczy, dlaczego
okregi spotyka si¢ wszedzie. Gdy tylko jakiemus$ aspektowi
przyrody jest obojetny kierunek, musza pojawié si¢ okregi. Zo-
baczmy, co si¢ dzieje, gdy kropla deszczu uderza w powierzch-
ni¢ katluzy: niewielkie fale zaczynaja odbiega¢ od miejsca zde-
rzenia. Poniewaz fale przemieszczajq si¢ z jednakowq predkoscig
we wszystkich kierunkach i wychodza z tego samego punktu,
muszq one tworzy¢ okregi. Wymaga tego symetria.

Okregi moga réwniez dawa¢ poczatek innym zakrzywio-
nym ksztattom. Gdy wyobrazimy sobie, ze nadziewamy okrag
na pret wzdhuz jego $rednicy i obracamy wokoét tej osi w prze-
strzeni tréjwymiarowej, obracajacy si¢ okrag zakresli sfere,
czyli powierzchnig globu lub pitki. Gdy przesuwamy okrag
w pionie wzdtuz prostej prostopadlej do jego ptaszczyzny, po-
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wstaje walec, czyli ksztalt puszki lub pudta na kapelusz. Jezeli
okrag bedzie si¢ zmniejszat przy przesuwaniu pionowym, do-
staniemy stozek; a jezeli bedzie si¢ powigkszal, dostaniemy
stozek $ciety (ksztalt abazuru).

Okregi, kule, walce i stozki byty obiektami fascyna-
cji pierwszych geometréw, ale okazaly si¢ znacznie trud-
niejsze w badaniu niz tréjkaty, prostokaty, kwadraty, sze-
$ciany i inne ksztatty utworzone z linii prostych i ptaskich
powierzchni.Prébowalionirozwazaépolazakrzywionych po-
wierzchni i objetoéci zakrzywionych bryl, lecz nie mieli
pojecia, jak takie problemy rozwigzywaé. Okraglosci prze-
chodzily ich sily.

Pomost nieskonczonosci
Rachunek rézniczkowy i catkowy narodzit si¢ jako odnoga

geometrii®. Okoto 250 p.n.e. roku w starozytnej Grecji byt
preznym, cho¢ malutkim start-upem, stawiajacym sobie za cel
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odkrycie tajemnicy krzywych. Ambitny plan jego orgdowni-
kéw polegat na wykorzystaniu nieskoficzonosci jako pomo-
stu migdzy tym, co zakrzywione, i tym, co proste. Ufali oni,
ze gdy ustali si¢ ten zwiazek, metody i techniki geometrii linii
prostej beda mogty by¢ przerzucone przez ten pomost i uzyte
do zglebienia tajemnicy krzywych. Za pomocg nieskoriczono-
$ci spodziewano si¢ rozwiazaé wszystkie stare problemy. Taki
przynajmniej byt zamyst.

W tamtym czasie wszystko to mogto robi¢ wrazenie pu-
stej spekulacji. Nieskoficzonos$¢ nie miata dobrej opinii. Czg-
Sciej budzita Iek, niz byta uwazana za co$, co si¢ przydaje.
Co gorsze, byla pojeciem mglistym i nieprzeniknionym. Bo
czymze ona jest? Liczba? Miejscem? Pojeciem?

Niemniej, jak przekonamy si¢ niebawem oraz w kolej-
nych rozdziatach tej ksigzki, nieskoriczonos¢ okazata si¢ da-
rem niebios. Biorac pod uwagg niezliczone odkrycia i tech-
niki, ktére zawdzigczajg swe istnienie ostatecznie rachunkowi
rézniczkowemu i catkowemu, pomyst uzycia nieskoriczono-
$ci do rozwiazania ztozonych probleméw geometrii musi by¢
uznany za jeden z najlepszych w historii.

Oczywiscie tego nie dalo si¢ przewidzie¢ w roku 250 p.n.e.
Nieskoriczono$¢ jednak zanotowala par¢ imponujacych suk-
ceséw juz na samym wstepie. Jednym z pierwszych i najwspa-
nialszych bylo rozwiazanie zagadki obliczania pola kota.

Dowdd z pizzy

Zanim wdam si¢ w szczeg6ly, pragne zarysowa¢ gtéwna linie ar-
gumentacji. Strategia polega na tym, aby wyobrazi¢ sobie koto
jako pizze. Nastepnie kroimy pizz¢ na nieskoriczenie wiele ka-
watkéw i te kawatki magicznie ukladamy w ksztalt prostokata.
To nam da poszukiwana odpowiedz, poniewaz przestawianie
kawatkéw nie zmienia oczywiscie pola powierzchni, a wiemy
przeciez, jak oblicza si¢ pole prostokata: po prostu mnozy si¢
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szeroko$¢ przez wysoko$é. W ten sposéb otrzymamy wzér na
pole kota.

Do celéw argumentacji potrzebujemy wyidealizowanej
pizzy matematycznej — doskonale plaskiej i okraglej, o nieskorni-
czenie cienkiej skérce. Jej obwdd, ktéry oznaczymy litera C,
jest dtugoscia drogi wokét pizzy. Obwdd zwykle nie jest tym,
czym smakosze pizzy zaprzataja sobie glowe, ale jesli chcemy,
mozemy zmierzy¢ Cza pomoca taSmy mierniczej.

obwdd ¢

Inna interesujaca wielkoscia jest 7, promieni pizzy, zde-
finiowany jako odlegtos¢ od srodka do dowolnego punktu
na jej brzegu. W szczegélnosci 7 jest miarg dtugosci prostego
boku kawatka pizzy, przy zalozeniu, ze wszystkie kawatki sg
jednakowe i zostaly wycigte od $rodka w kierunku brzegu

pizzy.
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Przypu$émy najpierw, ze dzielimy placek na cztery
¢wiartki. Oto jak mozna je utozy¢, cho¢ ten sposéb nie wy-
daje si¢ za bardzo obiecujacy.

Nowy ksztatt ma nieréwny i dziwny wyglad, z tymi pé6t-
okraglymi zabkami z jednej i drugiej strony. Z pewnoscia nie
jest to zaden prostokat, zatem jego pole trudno byloby obli-
czy¢. Mozna odnie$¢ wrazenie, ze zamiast i$¢ naprzéd, cofamy
si¢. Lecz tak jak w kazdej dobrej opowiesci, bohater, nim za-
triumfuje, musi najpierw zmierzy¢ si¢ przeciwno$ciami. Na-
pigcie dramatyczne zaczyna narastad.

Cho¢ wyglada na to, ze utkngliémy na dobre, zauwazmy
dwie rzeczy, ktére okaza si¢ prawda w calym dowodzie
i wskaza sposéb wyznaczenia rozmiaréw poszukiwanego pro-
stokata. Pierwsze spostrzezenie dotyczy tego, ze jedna potowa
brzegu pizzy stata si¢ gérng falista krawedzia nowego ksztattu,
a druga polowa — dolng falistg krawedzia. A zatem falista
gérna krawedz musi mie¢ dtugos$¢ réwna potowie obwodu,
czyli C/2, i podobnie dolna krawedz, jak widzimy na rysunku.
Dtlugos¢ ta, jak zobaczymy, okaze si¢ rozmiarem dhuzszego
boku prostokata. Drugg rzecza, kt6rg nalezy zauwazy¢, jest to,
ze uko$ne proste boki nieréwnego ksztattu to po prostu boki
wyjéciowych kawatkéw pizzy, maja zatem dhugo$é ». Dtugos¢
ta ostatecznie okaze si¢ rozmiarem krétszego boku prostokata.

Powodem, dla ktérego nie dostrzegamy jeszcze poszuki-
wanego prostokata, jest to, ze nie pokroili§my pizzy na do-
statecznie wiele kawatkéw. Gdy pokroimy ja na osiem czesci
i ulozymy je w podobny sposéb, nasz ksztalt zacznie juz bar-
dziej przypominac¢ prostokat.
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Pizza wyglada teraz jak réwnolegtobok. Niezle — boki sa
juz prawie proste. Pétokragle zabki u géry i u dotu znacznie
si¢ teraz zmniejszyly. Wygtadzily si¢, poniewaz uzylismy wigk-
szej liczby kawatkéw pizzy. Jak wezesniej, boki u géry i u dotu
maja dtugo$¢ réwna C/2, podczas gdy boki po lewej i po pra-
wej majg dtugos¢ .

Aby uzyska¢ jeszcze lepszy efekt, rozetnijmy ukosny ka-
watek na koricu na potowy wzdtuz jego dtugosci i ustawmy
jedna potowe na drugim koricu.

c/2

<-~-)

Teraz ksztalt zdecydowanie przypomina juz prostokat.
Wprawdzie nadal nie jest doskonaty — przez pétokragte zabki
u géry i u dotu, ktérych przyczyng jest zakrzywienie brzegu
pizzy — lecz wida¢ juz, ze posuwamy si¢ naprzéd.

Skoro mnozenie kawatkéw wydaje si¢ pomaga¢, kroimy
pizzg dalej. Przy 16 kawatkach i kosmetycznym przecigciu
kawatka na koricu, tak jak wczesniej, otrzymujemy nastgpu-
jacy rezultat:




34 Steven Strogatz - Potega nieskonczonosci

Im wigcej kawatkéw uzywamy, tym bardziej wygtadzaja
si¢ pétokragle zabki przeniesione z brzegu pizzy. Nasze mani-
pulacje prowadza do ciagu ksztattéw, ktére w magiczny spo-
s6b zblizaja si¢ do pewnego prostokata. Poniewaz s one co-
raz bardziej do niego podobne, nazwiemy go prostokatem
granicznym.

Istota tego postgpowania sprowadza si¢ do tego, ze la-
two mozemy obliczy¢ pole prostokata granicznego, mnozac
szeroko$¢ przez wysoko$é. Pozostaje tylko znalezé jego wyso-
ko$¢ i szeroko$¢ wyrazone w terminach rozmiaru kota. Otéz
jesli kawatki s ustawione pionowo, to wysokos¢ prostokata
granicznego jest po prostu promieniem kota wyjsciowego.
Natomiast szeroko$¢ jest potowa obwodu kota; a to dlatego,
ze potowa obwodu pizzy zostata uzyta do zbudowania gér-
nego boku prostokata, a druga potowa — do zbudowania
dolnego boku, jak miato to miejsce na kazdym etapie pracy
z ksztattami z pétokragltymi zabkami. Zatem szerokos¢ pro-
stokata granicznego jest réwna potowie obwodu kota, czyli
C/2. Laczac te spostrzezenia, dochodzimy do wniosku, ze
pole prostokata granicznego jest iloczynem wysokosci i sze-
rokosci, czyli A = r C/2. Poniewaz za$ przestawianie kawal-
kéw pizzy nie zmienia ich pola, musi to by¢ réwniez pole
kota wyjsciowego!

Wzér na pole kota, A = » C/2, zostat wyprowadzony — za
pomocg podobnej, ale o wiele staranniejszej argumentacji —
przez starozytnego matematyka greckiego Archimedesa (287-
212 p.n.e.) w pracy O pomiarze kota.

Najbardziej innowacyjnym aspektem dowodu jest spo-
s6b, w jaki na pomoc przychodzi nieskoniczonos¢. Kiedy mie-
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lismy 4, 8 lub 16 kawatkéw, moglismy utozy¢ pizz¢ co naj-
wyzej w niedoskonaly ksztalt z pétokragtymi zabkami. Po
tym niezbyt obiecujacym poczatku im wigcej bralismy ka-
watkéw, tym bardziej prostokatny dostawaliémy ksztate. Ale
dopiero w granicznym przypadku nieskoriczenie wielu kawat-
kéw dostalismy prawdziwy prostokat. Oto podstawowa idea
rachunku rézniczkowego i catkowego: w nieskoniczonosci
wszystko staje si¢ prostsze.

Granice i zagadka muru

Granica przypomina cel, ktérego nie da si¢ osiagnaé. Mozna
si¢ do niej zbliza¢, ale nie mozna do niej dotrze¢. Na przy-
ktad w dowodzie z pizzy udawato nam si¢ sprawi¢, by ksztatty
z potokragtymi zabkami byly coraz bardziej prostokatne, w ten
sposob, ze kroiliSmy pizze na coraz wicksza liczbe kawatkéw
i odpowiednio je ustawialismy. Nigdy jednak nie osiagnelismy
tego, by byty absolutnie prostokatne. Moglismy tylko przy-
bliza¢ si¢ do doskonato$ci. Na szczgécie w rachunku réznicz-
kowym i calkowym nie ma znaczenia nieosiagalnos¢ granicy.
Czgsto mozemy rozwiazywaé problemy, wyobrazajac sobie,
ze naprawe osiagneliSmy granice, i wyciagajac z tego wyobra-
zenia wnioski. W istocie wielu pionieréw tej gatezi matema-
tyki tak wiasnie postgpowato i dzigki temu dokonato wiel-
kich odkry¢. Czy takie postgpowanie jest logiczne? Nie. Czy
jest pomystowe? Owszem. A czy zostalo uwiericzone sukce-
sem? Niewatpliwie!

Pojecie granicy jest subtelne, lecz niezwykle donioste dla
rachunku rézniczkowego i catkowego. Jest nieco nieuchwytne,
nieczesto bowiem stykamy si¢ z nim w zyciu codziennym. By¢
moze dobrg analogia bedzie tak zwana zagadka muru. Jezeli
przejdziemy potowe drogi do muru, potem potowe pozostatej
drogi, a nastgpnie kolejna potowe i tak dalej, to czy po ktd-
rym$ kroku dojdziemy w koricu do muru?
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OdpowiedZ jest oczywiscie negatywna, poniewaz za-
gadka muru wymaga, aby na kazdym etapie przechodzi¢ po-
towe drogi do muru, a nie cala droge. Po dziesi¢ciu, milionie
i w ogdle jakiejkolwiek liczbie etapéw zawsze pozostanie luka
migdzy nami a murem. Z drugiej strony jest réwnie oczywi-
ste, ze mozemy przyblizy¢ sie do muru na dowolnie matg od-
legto$¢. Oznacza to, ze po dostatecznej liczbie etapéw nasza
odlegtos¢ od muru moze si¢ zmniejszy¢ do jednego centyme-
tra, milimetra, nanometra i dowolnie malej, lecz niezerowej
wielkosci, nigdy jednak do muru nie dotrzemy. Mur odgrywa
tu rol¢ granicy. Trzeba byta okoto dwdch tysigey lat, aby poje-
cie granicy otrzymato $cista definicj¢. Przedtem pionierzy ra-
chunku rézniczkowego i catkowego radzili sobie catkiem nie-
zle, postugujac si¢ intuicja. Dlatego nie przejmujmy sig, jesli
granice wydajg si¢ nam jeszcze nieco mgliste. Poznamy je le-
piej, widzac je w dziataniu. Z dzisiejszej perspektywy s one
istotne, gdyz stanowia niewzruszony fundament, na kt6rym
postawiono gmach rachunku rézniczkowego i catkowego.

Jesli metafora muru wydaje si¢ komus zbyt mroczna
i nieludzka (dla kogo celem jest przyblizanie si¢ do muru?),
moze sprobowaé innej analogii. Cos, co przybliza si¢ do pew-
nej granicy, przypomina bohatera, ktéry udat si¢ w bezkresna
podréz. Nie jest to wysitek daremny, jak beznadziejna meka
Syzyfa, ktéry wtacza kamieni pod gére tylko po to, by ten od
razu stoczyt si¢ z powrotem — i tak przez calg wiecznos¢. Kiedy
matematyczny proces zmierza w stron¢ granicy (jak ksztatty
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z pStokragtymi zabkami przyblizajace si¢ do granicznego pro-
stokata), jest to tak, jakby bohater dazyt do czegos, co jest nie-
mozliwe, ale z czym wiaze nadzieje na powodzenie, zach¢cany
postgpami w przyblizaniu si¢ do niedost¢pnej gwiazdy.



