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Wykaz wazniejszych oznaczez

macierz m X n wspocezynnikéw aj;, j=1,. ..

t=1,...,n,
i-ta kolumna macierzy [A],

— wektor 1 x m prawych stron ograniczed b;,

j=1,...,m,

— wektor 1 x n funkcji celu ¢;, 1 = 1,...,n,

zbiér liczb cadkowitych,

wektor kierunku poszukiwad,

wektor bazowy (wersor),

ograniczenie nieréwnodciowe 7,

gradient funkcji Q(x), g—g e % RRCION
ograniczenie réwnodciowe 7,

macierz drugich pochodnych, hesjan,

e ., _9%Q
8@? Ox10xy,
[H] = : . : :
92Q ... 92Q
Oz, 0z, Ox2

indeks zmiennej (kolumny),

macierz jednostkowa,

indeks ograniczenia (wiersza),

aik grafu miédzy wierzchodkami j oraz i,
indeks iteracji (punktu),

funkcja Lagrange’a,

L(z, X) = Q) + 22711 Ajg; (),

funkcja kary,

kryterium skéadowe w zadaniu wielokryterialnym,

funkcja celu,
zbiér liczb rzeczywistych,
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-
U —

unormowana n-wymiarowa przestrzed euklidesowa,
rz6d macierzy [A],

dopedienie zbioru U,

waga kryterium,

zmienna decyzyjna ¢,

— wektor 1xn zmiennych decyzyjnych z;,i =1,...,n,

wektor optymalny (minimum),

norma euklidesowa wektora x,

macierz zerowa,

dokddnodd rozwidzania,

zbiér dopuszczalny,

wektor 1 X m mnodnikéw Lagrange’a A;,
j=1,...,m,

zbiér dopuszczalnych wartodei kryteridw,
zbiér kompromiséw.



Przedmowa

Niniejszé ksiéoké napisadem przede wszystkim dla studentéw kierunkow tech-
nicznych i informatycznych oraz indynieréw podejmujécych w swojej prak-
tyce zawodowej problemy optymalizacji konstrukcji, technologii czy syste-
mow.

Treéé podzieliem na trzy czééei. W czdéei pierwszej (Wybrane zagad-
nienia programowania liniowego), obejmujdcej rozdziady 1, 2, 3 i 4, omé-
widem zagadnienia zwidzane z programowaniem liniowym, poprzedzajoc je
niezbdédnym wprowadzeniem do tematyki przestrzeni liniowych i zbioréw wy-
pukdych. Problematykd programowania liniowego poszerzydem o programo-
wanie w zbiorach dyskretnych oraz optymalizacjé transportu i przepdywu
w sieciach. Mimo i6 wiele zadad optymalizacji wystdpujécych w trakcie pro-
jektowania jest zadaniami nieliniowymi, zadanie programowania liniowego
stanowi wadne uzupedienie i podstawo zagadnieé omawianych w nastépnych
rozdziadch.

Cz666 drugé (Wybrane zagadnienia programowania nieliniowego) stano-
wio rozdziady 5, 6, 71 8. W rozdziadach 5 i 6 dokonadem przeglédu metod ana-
litycznych i algorytméw numerycznych optymalizacji nieliniowej oraz omoéwi-
ém problem dekompozycji pierwotnego zadania wielowymiarowego do ciégu
zadad jednowymiarowych. Rozdziady 7 i 8 s6 rozszerzeniem i uzupedieniem
poprzednich rozdziadw o zagadnienia zwidzane z algorytmami genetycznymi
i z programowaniem wielokryterialnym.

W cz6écei trzeciej (Przykdady praktycznego wykorzystania optymalizacji
w projektowaniu maszyn), skéadajocej si6 z rozdziadw 9 i 10, przedstawidem
problematyko zwidzano z zastosowaniami optymalizacji w projektowaniu ma-
szyn 1 urzdédzed. Podaéem wybrane przykdady formudowania zadadé optyma-
lizacji w praktyce indynierskiej przy projektowaniu maszyn wd&kienniczych.
W rozdziale 9 omoéwidem zastosowania optymalizacji w rozwiézywaniu za-
dad, do ktérych sformudowania wykorzystuje sié szeroko stosowané w dzie-
dzinie analizy konstrukcji mechanicznych metodé elementéw skodczonych.
Rozdziad 10 zawiera przykdéady probleméw praktycznych, ktérych istotd jest
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samo formudwanie zadania, a nie sposob jego rozwidzania. Ta czdd6 ksiddki
jest przeznaczona dla indynieréw mechanikéw; dotyczy probleméw mechaniki
stosowanej, podstaw konstrukcji maszyn i budowy maszyn wdédkienniczych.

Caddd wykdadu przedstawidem, korzystajoc z jednolitej notacji, co uda-
twia zrozumienie tredei; na poczétku ksidéoki zamiedcicem wykaz najczddeie]
udywanych oznaczeé. Przy omawianiu algorytméw podadem niezbédne pod-
stawy teoretyczne oraz przykdéady liczbowe, udatwiajoce przedledzenie ich
toku.

Poniewad ksidoka jest adresowana przede wszystkim do indynieréw i stu-
dentéw politechnik, najobszerniej potraktowadem zagadnienia dotyczdce
programowania wypukdego. W praktyce indynierskiej zazwyczaj znane sé
wartodei poczétkowe zmiennych decyzyjnych (podobna konstrukcja jué ist-
nieje), poszukuje sié natomiast poprawionych wartodei zmiennych, dla kté-
rych, w éwietle przyjotego kryterium, nowa konstrukcja bddzie najlepsza
z modliwych. Z tych samych powoddéw nie przedstawidem komputerowych
implementacji algorytmow w konkretnych jézykach programowania. Modna
je znaled6 w specjalistycznej literaturze, sé dostépne w Internecie, a co naj-
wadniejsze — stanowid coraz czddciej element komercyjnego oprogramowania
indynierskiego CAD/CAE.

Niniejsza ksidoka, zgodnie z mojoé intencjd, powinna byd przydatna stu-
dentom i indynierom korzystajocym z metod optymalizacji w rozwidzywaniu
probleméw technicznych.

Pragné podzidkowaé Panu Profesorowi Jerzemu Wréblowi za cenne
uwagi oraz propozycje zmian i uzupemied; dzidki nim ulepszydéem pierwotny
tekst ksiodki. Dzidkujo rownieé Panu Profesorowi Kazimierzowi Nikodemowi
i Panu Doktorowi Piotrowi Danielczykowi, ktérzy byli pierwszymi Czytel-
nikami maszynopisu; ich cenne uwagi przyczynidy sié do ostatecznej postaci
niniejszej ksiéoki. Panu Profesorowi Eugeniuszowi Rusiéskiemu dzidkujé za
uwagi 1 wskazéwki dotyczdce redakcji tekstu.

Bielsko-Biada, grudzied 2004 Jacek Stadnicki



Wstzp

Zadaniem indyniera jest tworzenie nowych maszyn, urzédzed, technologii czy
systeméw, ktore powinny zaspokajad potrzeby przyszdych udytkownikéw.
Projektowanie rozumiane jako proces tworzenia wymaga podejmowania de-
cyzji o wyborze najlepszych wariantow rozwiozaé skéadajocych sié na pro-
jekt. Najlepszy wariant to najczddeiej taki, ktéry przy ograniczonych modli-
wodciach umodliwia osidgniécie maksimum korzydei lub zapewnia realizacjd
projektu przy minimum nakddéw. Decyzjé o wyborze rozwidzania podej-
muje si6é z wykorzystaniem wiedzy, doéwiadczenia i intuicji, lecz czdsto przy
udyciu metody préb i b&déw. Wspddezesne projekty sé coraz bardziej zdo-
oone, dody si6 do skrécenia czasu ich opracowywania 1 66da przy tym coraz
lepszych efektéw w stosunku do poniesionych nakéaddéw. Margines b&ddu, jaki
pozostawia sié indynierowi-projektantowi, staje sié coraz mniejszy i dlatego
coraz cz&éciej decyzje podejmuje sié na podstawie rozwidzania odpowiednio
sformudowanego i zapisanego w sposob sformalizowany zadania. Tym proble-
mom jest poéwidcona gadd wiedzy indynierskiej zwana teorié projektowania.
W ramach tej teorii wyboru rozwiézania dokonuje sié, korzystajoc z teorii
i metod postépowania zwanych optymalizacjd. Jedeli efekt, jaki ma by6 uzy-
skany dzidki projektowi, da sié wyrazié iloéciowo (zdefiniowad funkejé celu —
kryterium oceny), a przy tym bddzie on zaledeé od wartoéei pewnej liczby
wielkodei (zmiennych decyzyjnych), ktére mogé przyjmowaéd wartodei w gra-
nicach wyznaczajécych zbiér modliwych rozwiézaé (zbiér dopuszczalny), to
zadanie polega na znalezieniu takich wartodci zmiennych decyzyjnych, dla
ktorych funkcja celu osiéga minimum lub maksimum w zbiorze dopuszczal-
nym. Zadanie sformudowane w taki sposéb jest zadaniem optymalizacji' go-
towym do rozwidzywania. Rozwidzanie modna potraktowad jako optymalny
wariant projektu.

L W literaturze dotyczécej przedmiotu okredlenia zadanie optymalizacji i zadanie pro-
gramowania s6 udywane zamiennie. Okredlenie zadanie programowania ma swojé histo-
ryczné przyczynd. Jedne z pierwszych zastosowad programéw komputerowych dotyczydy
rozwidzywania zadaé optymalizacji.
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Przy rozwiézywaniu praktycznych probleméw umiejétnodd poprawnego
sformudowania zadania optymalizacji jest réwnie wadna, jak umiejétnodd wy-
boru odpowiedniego algorytmu rozwiézywania zadania. Dlatego w ksiddce
omowiono kilka przykéadéw praktycznych zadad optymalizacji ze zwrdce-
niem uwagi na formudowanie zadania. Indynierskie zadania optymalizacji
w projektowaniu maszyn najczédcie] wymagajé indywidualnego potrakto-
wania, tak jak indywidualny (twérczy) jest proces projektowania. Dlatego
trudno jest podaé ogdlny schemat postépowania przy formudowaniu tych za-
dad, ktéry w kaddym przypadku prowadzidby do oczekiwanych wynikéw.
Moédna jedynie wymienié trzy etapy wystopujoce najczodciej przy formudo-
waniu indynierskich zadaé optymalizacji.

Etap 1. Zbudowanie matematycznego modelu konstrukcji z wyspecyfikowa-
niem zbioru cech, ktére mogé przyjmowad rééne wartodei i byod trak-
towane w zadaniu jako zmienne decyzyjne. Zmiennymi decyzyjnymi sé
najczédeiej: wymiary konstrukeji, sztywnodei elementéw, wielkodei cha-
rakterystyczne (np. liczby zébéw k64 modudy, przedodenia przekdadni,
liczby zwojéw sprédyn, liczby takich samych elementéw w zespole), wiel-
kodei wyradane za pomocd charakterystyk — przebiegéw w funkcji innych
wielkodei (np. drogi, prédkodei, przyspieszenia, sidy lub momenty napé-
dowe), wielkodei definiujéce ksztad projektowanej czdééci (np. wspéé
czynniki funkeji opisujécych zarys czédcei) itp.

Etap 2. Przyjicie ograniczen zadania okredajocych granice zmiennodci
zmiennych decyzyjnych. Ograniczeniami w zadaniu sé najczodciej: do-
puszczalne naprédenia, dopuszczalne odksztadcenia lub przemieszcze-
nia, czdstodci drgad wdasnych, sidy lub momenty krytyczne wynikajoce
z warunkéw utraty statecznodei, graniczne wartodei (np. przekrojéw po-
przecznych produkowanych profili, normalne lub zalecane modudy z6-
béw, przedodenia przekdadni, wielkodei charakterystyczne typoszeregu)
itp.

Etap 3. Przyjrcie funkcji celu (jednej lub kilku), ktéra bédzie kryterium
oceny wariantéw konstrukeji, naleéécych do zbioru dopuszczalnego i po-
sdudy do wyboru najlepszego wariantu z uwagi na przyjéte kryterium.
Funkcjami celu s6 najczddeiej: masa lub objotodd konstrukeji, koszt lub
pracochdonnodd wykonania, odchylenie charakterystycznej wielkodci od
wielkodei podddanej, naprddenia lub odksztadcenia itp.

Szersze oméwienie tej problematyki modna znale6é m.in. w [36], [54], [55].

Istnieje wiele rodzajow zadad optymalizacji. Zalednie od tego, ktérd
z cech danego zadania przyjmuje sié za odrdodniajocéd je od innych, modna
podad rééne sposoby klasyfikowania zadad. Na przykdad z uwagi na:

» wystZpowanie ograniczez w zadaniu; rozwada sié tu
— zadanie z ograniczeniams, w ktorym zmienne decyzyjne muszé przyj-
mowad wartodei naledéce do zbioru dopuszczalnego,
zadanie bez ograniczern, w ktérym zmienne decyzyjne mogd przyjmo-
wad dowolne wartodci;
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charakter zmiennych decyzyjnych w zadaniu; rozwada sié tu

— zadanie statyczne (parametryczne), polegajéce na wyznaczeniu war-
toéei zmiennych decyzyjnych, dla ktérych funkcja celu osidéga ekstre-
mum,

— zadanie dynamiczne, w ktorym zmienne decyzyjne zadania sé funk-
cjami jednej i tej samej zmiennej (np. czasu), zatem poszukuje sié
ekstremum pewnego funkcjonadu;

typ funkcji celu oraz ograniczez w zadaniu; rozwada sié tu

— zadanie programowania liniowego (optymalizacji liniowej), w ktérym

zarowno funkcja celu, jak i ograniczenia sé liniowymi kombinacjami
zmiennych decyzyjnych,
zadanie programowania nieliniowego (optymalizacji nieliniowej),
w ktorym przynajmniej jedna spodrdd funkeji wystdpujécych w zada-
niu (ograniczenia, funkcja celu) jest nieliniowa wzglédem zmiennych
decyzyjnych.
Wérdd zadad programowania nieliniowego wyrddnia sié takde zada-
nia, ktére modna potraktowad jako szczegdlne przypadki zadania nie-
liniowego, bowiem nieliniowa funkcja celu jest okredlonego typu (np.
zadanie programowania kwadratowego, zadanie programowania geo-
metrycznego);

dopuszczalne wartozci, jakie mogz przyjmowaz zmienne decy-

zyjne zadania; rozwada sio tu

— programowanie w zbiorach cingiych, kiedy to zmienne decyzyjne mogd
przyjmowad dowolne wartodei naleééee do zbioru dopuszezalnego (np.
zbioru liczb rzeczywistych),

— programowanie w zbiorach dyskretnych, kiedy to zmienne decyzyjne
musz6 przyjmowad wydicznie okredlone wartodei (muszé naleded do
zbioru dyskretnego).

Przykdadami zadad programowania w zbiorach dyskretnych sé za-
dania programowania carkowitoliczbowego 1 programowania zero-je-
dynkowego;

deterministyczny bzdz stochastyczny charakter zmiennych de-

cyzyjnych w zadaniu; rozwada si6 tu

— zadanie deterministyczne, w ktérym zmienne decyzyjne nie majé cha-
rakteru losowego (s6 zdeterminowane),
zadanie stochastyczne, w ktorym przynajmniej jedna ze zmiennych
ma charakter losowy, czyli jest okredona za pomocé funkcji losowej
o nieznanym rozkddzie prawdopodobiedstwa (niedeterministyczna)
lub o znanym rozkddzie prawdopodobiedstwa (probabilistyczna);

liczbz funkcji celu w zadaniu; rozwada sié tu

— programowanie jednokryterialne, w ktérym optymalizacja przebiega
wzglédem jednej funkeji celu (kryterium),

— programowanie wielokrytertalne, w ktérym wystépuje wiele funkcji
celu (kryteriéw), a optymalizacja przebiega z uwzglédnieniem ich
wszystkich jednoczednie.



16 WSTEP

Roé6nice midédzy rodzajami zadad optymalizacji powodujé, i6 nie ma
jednej efektywnej metody rozwidézywania ich wszystkich. Poszczegdlne typy
zadad rozwidzuje sié za pomocd wyspecjalizowanych odpowiednich metod
(algorytméw). Dlatego tak wadne jest poznanie réénych algorytméw, aby
odpowiedni z nich zastosowaoé do typu konkretnego zadania.

Podstawy teoretyczne metod analitycznych poszukiwania minimum
funkcji zostady podane przez Bernoulliego, Kulera, Lagrange’a i Weierstrassa.
Jednak zdodonodd zadad optymalizacji rozwidzywanych w praktyce sprawia,
16 udytecznoddé metod analitycznych jest niewielka. Dalszy postép w rozwoju
metod optymalizacji doprowadzié w 1947 r. do opracowania przez Dantziga
algorytmu sympleks dla zadania programowania liniowego, w 1951 r. do sfor-
mudowania przez Kuhna i Tuckera warunkéw koniecznych i wystarczajocych
istnienia ekstremum warunkowego funkcji oraz w 1957 r. — do podania przez
Bellmana tzw. zasady optymalnodei dla programowania dynamicznego. Jed-
nak dopiero rozpowszechnienie i rozwdj sprzétu komputerowego w ostatnich
dziesiécioleciach przyczynié sié do powstania efektywnych numerycznych al-
gorytmdéw optymalizacji. W rezultacie opracowano wiele skutecznych progra-
méw komputerowych, ktére uzupedmidy narzédzia wykorzystywane wczedniej
w projektowaniu przez indynieréw.
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Programowanie liniowe

1.1. Wprowadzenie do programowania liniowego

W tym podrozdziale zebrano najwaoniejsze pojocia i wiadomodci z rachunku
macierzowego, przestrzeni liniowych i zbioréw wypukdych, ktére bédé dalej
wykorzystywane w formudwaniu podstaw programowania liniowego. Czytel-
nik zaznajomiony z té problematyké mode ten podrozdziad pomindo.

1.1.1. Przestrzenie liniowe, zbiory wypukdée

Elementami tworzécymi n-wymiarowd unormowand przestrzeo euklidesowo
R"™ sé punkty (wektory!) béddce n-elementowymi ciégami liczb rzeczywi-
stych (wspé&zédnych) x; € R, ktére modna przedstawié w formie jednoko-
lumnowej macierzy (wektora):

€1

x=|z; | =[z...2...2,)7, xecR" (1.1)

Ly

Szczegdlnymi przypadkami wektordw so:

m wektor zerowy x =0: x; =0,1=1,...,n,

1 W naukach technicznych wektor najczdéciej jest definiowany przez podanie punktu
poczétkowego (jedli jest nieswobodny), kierunku, zwrotu i wartodei. WielkoGeiami wektoro-
wymi s6 np. sida, moment, prédkodd, przyspieszenie. Jedeli przyjéo, ée poczétek wektora @
pokrywa si6 z poczétkiem ukéadu wspdazddnych, a wspéazddne z; jednokolumnowej ma-
cierzy s6 wyradone w jednostkach fizycznych, to kierunek, zwrot i warto6 wektora modna
&two obliczyd.
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