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Przedmowa

Podstawowym celem automatyki jest oddzialywanie na otaczajace nas procesy w celu
zapewnienia ich pozadanego przebiegu. Te procesy sa przewaznie nieliniowe, zazwyczaj
podlegaja wplywowi nieprzewidywalnych czynnikéw zewnetrznych, a ich charakterystyki
nigdy nie sa dokladnie znane. W klasycznej automatyce ze wzgledu na trudnosci, ja-
kie nastrecza analiza systemOw nieliniowych, czesto projektuje si¢ uklady sterowania
z wykorzystaniem uproszczonego, liniowego opisu analizowanych proceséw. Takie po-
dejscie w naturalny sposéb prowadzi do przyblizonych wynikéw, ktére moga by¢ dopusz-
czalne i warto$ciowe w konkretnych przypadkach, ale zawsze pozostawiaja watpliwosci,
czy prowadza do najlepszego mozliwego przebiegu danego procesu i czy nieunikniony
margines btedu nie spowoduje catkiem innego dziatania uktadu niz przewidywany przy
zastosowaniu liniowej analizy. Dlatego celowa jest doktadna analiza otaczajacych nas pro-
cesOw przy zastosowaniu nieliniowych metod teorii sterowania. Wta$nie temu zagadnieniu
jest poSwiecona ksiazka zatytulowana ,,Projektowanie nieliniowych uktadéw sterowania”.
W jej pierwszej czesci sa opisane metody badania stabilnosci nieliniowych uktadéw dy-
namicznych, zaréwno uktadéw stacjonarnych, jak i niestacjonarnych. Omawiane w czgsci
pierwszej zagadnienia mozna wprawdzie znaleZ¢ w polskiej literaturze przedmiotu, ale
sg one rozsiane po réznych publikacjach i dlatego ich uporzadkowanie i przedstawienie
w zwartej postaci wydaje si¢ celowe, tym bardziej, ze stanowia one element niezbedny
do czytania drugiej i trzeciej czgdci ksiazki. Czg$¢ druga zawiera systematyczny wykltad
najwazniejszych matematycznych metod projektowania nieliniowych uktadéw sterowania
obiektami dynamicznymi. Oméwiono w niej wiele waznych zagadnieri z tego obszaru, jak
na przyklad pojecie sterujacej funkcji Lapunowa, kwesti¢ adaptacyjnego nadgzania za mo-
delem i wreszcie r6zne warianty tzw. backsteppingu, czy tez jak pisza Autorzy —algorytmu
,.krokow wstecz”. Warto zauwazy¢, ze Autorzy rozpoczynaja od przedstawienia najprost-
szej wersji tego algorytmu, a nastgpnie stopniowo przechodza do jego bardziej skompliko-
wanych wariantéw. Takie podejScie, zainspirowane wieloletnim do§wiadczeniem dydak-
tycznym Autoréw w zakresie teorii sterowania, a w szczegdlnosci teorii sterowania nieli-
niowego, z pewnoscig utatwi czytelnikom studiowanie ksiazki i analiz¢ zawartych w niej
wielu nietrywialnych zagadnien. Trzecia, ostatnia cze$¢ ksiazki jest poSwiecona kilku, bar-
dzo istotnym z praktycznego punktu widzenia, zagadnieniom projektowania nieliniowych
uktad6éw regulacji. Naleza do nich tak wazne kwestie jak nieuniknione w kazdej realnej sy-
tuacji ograniczenia sygnatu sterujacego, zmiennych stanu i sygnatu wyjsciowego. Catos¢
uzupelniaja trzy dodatki utatwiajagce mniej zaawansowanym matematycznie czytelnikom
Sledzenie prezentowanych zagadnien.

Ksigzka ma charakter powaznego podregcznika akademickiego dotyczacego analizy
i projektowania nieliniowych systeméw sterowania, ma takze istotne walory monogra-
ficzne. Z pewno$cig taka publikacja jest od dawna oczekiwana i bardzo potrzebna na pol-
skim rynku wydawniczym, na ktérym jest obecnie kilka bardzo dobrych i wyczerpujacych
publikacji na temat sterowania liniowego, ale brakuje zwartej prezentacji metod nielinio-
wych. Adresatami ksiazki ,,Projektowanie nieliniowych uktadéw sterowania” sg studenci
studiéw drugiego stopnia kierunku automatyka i robotyka oraz kierunkéw pokrewnych,
dyplomanci oraz doktoranci zajmujacy si¢ zagadnieniami sterowania nieliniowego, a takze
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inzynierowie, ktorzy coraz czgdciej dostrzegaja szanse uzyskania przewagi konkurencyj-
nej swoich firm i zespoléw, dzieki zastosowaniu zaawansowanych — i zwykle uwaza-
nych za trudne — metod sterowania nieliniowego. Ksigzka moze by¢ takze interesujaca
dla stuchaczy studiéw doktoranckich i badaczy zwigzanych z ekonomia, w ktérej zanie-
dbywane wcze$niej modele nieliniowe w ostatniej dekadzie zaczety cieszy¢ si¢ rosnaca
popularnoscia.

Andrzej Bartoszewicz

1.6dz, 5 czerwea 2017 1.



Wprowadzenie

Przedstawiamy wybrane metody projektowania uktadéw sterowania z obiektami opisa-
nymi nieliniowymi réwnaniami r6zniczkowymi zwyczajnymi o nieznanych parametrach.

NapisaliSmy te ksigzke, zeby pokazac, ze skuteczne projektowanie nieliniowych, ad-
aptacyjnych ukladéw sterowania jest mozliwe — konieczne do niego techniki i sposoby
moga by¢ opanowane przez studentéw automatyki i robotyki, a przez inzynieréw automa-
tykéw powinny by¢ wlaczone do podstawowego zasobu metod projektowania.

Podjete tu tematy lokujg si¢ w gtéwnym nurcie rozwoju teorii sterowania, w obszarze
nieliniowych, adaptacyjnych uktadéw sterowania. Swiat wokét nas jest nieliniowy. Wigk-
szo$¢ obiektow sterowania powinna by¢ opisywana za pomocg modeli nieliniowych. To,
ze powszechnie sa stosowane regulatory otrzymane w wyniku przyblizenia obiektu mo-
delem liniowym, nie wynika z lepszej jakosci takiego sterowania, a jedynie z ograniczen
teorii i mozliwo$ci implementacji sterowania nieliniowego. Znaczenie sterowania nielinio-
wego bylo podkreslane nawet w okresie rozwoju klasycznej teorii sterowania, bazujacej
na modelach liniowych. W 1955 roku, w jednym z bardziej popularnych podrecznikéw
pisano:

,s(...), the designer must be acquainted with the basic techniques available for conside-
ring nonlinear systems. He must be able to analyze the effects of unwanted non-linearities
in the system and to synthesize nonlinearities into the system to improve dynamic perfor-
mance”!.

Sterowanie adaptacyjne jest wrecz uznawane za kierunek przysztego rozwoju automa-
tyki. Profesor K.J.Astrom, wielki autorytet w zakresie strojenia i projektowania liniowych
regulatoréw, w 2014 roku pisal:

,.In the future, adaptive control may be an important component of emerging autono-
mous systems’.

W nieliniowym, zmiennym §wiecie adaptacyjne sterowanie nieliniowe prowadzi do
lepszych wynikéw niz sterownie liniowe. Skuteczne rozszerzenie mozliwoSci stosowa-
nia nieliniowych, adaptacyjnych metod sterowania ma wplyw nie tylko na poprawe jako-
Sci sterowania, ale tez na mniejsze zuzycie energii w sterowanych uktadach i procesach.
Dotyczy to wielu obszaréw zastosowan. Robotyka, sterowanie ruchem i napedami, ener-
getyka, automatyka procesowa to tylko niektére z mozliwosci. Control Systems Society
IEEE prowadzi list¢® najbardziej znaczacych dla rozwoju wspoéiczesnej techniki osiggnigc
automatyki. Wiekszo$¢ z umieszczonych tam opiséw dotyczy zastosowari sterowania nie-
liniowego i adaptacyjnego.

We wspdlczesnej teorii sterowania nieliniowego mozna wyréznic kilka gtéwnych nur-
tow. W ksigzce skoncentrowaliSmy si¢ na takich sposobach sterowania, w ktérych wyko-

,»(...), projektant musi opanowa¢ podstawowe techniki dotyczace systeméw nieliniowych. Musi by¢ zdol-
nym do analizy efektow niechcianych nieliniowosci na uklad i do syntezy nieliniowych praw sterowania popra-
wiajacych jakos$¢ pracy systemu”. Truxal J., Automatic Feedback Control System Synthesis, McGraw-Hill, New
York, NY, (1955).

2 W przyszioici sterowanie adaptacyjne moze by¢ waznym sktadnikiem ksztaltujacych sig systeméw auto-
nomicznych. Astrom K.J., Kumar P.R., Control: a perspective, Automatica, vol. 50, no. 1, pp. 343, (2014)
3 http://ieeecss.org/general/ToCT2-report (dostep 03.09.2017).
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rzystuje si¢ bezposrednig metode Lapunowa. Teoria stabilnos$ci Lapunowa jest wlasciwie
elementem koniecznym kazdej metody projektowania nieliniowego uktadu sterowania.
Podstawowga cechg kazdego praktycznego uktadu sterowania jest jego stabilno$¢. W przy-
padku nieliniowego obiektu lub regulatora to wtasnie teoria Lapunowa stuzy do badania
stabilnoSci juz zaprojektowanego uktadu sterowania i upewnienia sie¢, ze bedzie on dzia-
Tat poprawnie i bezpiecznie. W podejsciu przedstawionym w tej ksiazce sytuacja zostaje
odwrdcona: to regulator, prawa sterowania i adaptacji sa konstruowane tak, by spelni¢ wa-
runki stabilnosci wynikajace z bezposredniej metody Lapunowa.

W rozdziatach pierwszym, drugim i trzecim przedstawiliSmy w zwarty sposob wszyst-
kie podstawowe definicje i twierdzenia sktadajace si¢ na podstawy teorii stabilnosci Lapu-
nowa i bezposredniej metody badania stabilnosci uktadéw nieliniowych. ZebraliSmy wy-
niki pochodzace z oryginalnych prac Lapunowa i rezultaty uzyskane w ostatnich latach,
bowiem teoria stabilnosci jest ciggle rozwijana. Wraz z podanymi twierdzeniami przedsta-
wili§my dowody i interpretacje na przyktadach, tak by mozna byto zrozumie¢ cato$¢ bez
siegania do innych Zrédet bibliograficznych.

Koncepcje projektowania sterowania z wykorzystaniem bezposredniej metody Lapu-
nowa przedstawili§my w rozdziale czwartym. Tam tez zdefiniowaliSmy problem sterowa-
nia odpornego i adaptacyjnego. PokazaliSmy, dlaczego w przypadku sterowania w obec-
nosci zaktécen tak wazne sa tzw. warunki dopasowania i dlaczego rekursywne metody
projektowania pozwalajg na omini¢cie ograniczent wnoszonych przez te warunki.

W rozdziale piatym opisaliSmy sposéb projektowania uktadéw adaptacyjnych nada-
zajacych za modelem odniesienia, takze w przypadku gdy i model i obiekt sterowania
sa nieliniowe. GIéwnym wyréznikiem wszystkich prezentowanych w tej ksiazce metod
sterowania jest mozliwo$¢ ich skutecznego stosowania w rzeczywistych warunkach. Dla-
tego duzo miejsca po§wieciliSmy na oméwienie odpornych praw adaptacji, ktére spraw-
dza si¢ w obecnoSci zewnetrznych zakidcen i rozbiezno$ci miedzy modelem a uktadem
rzeczywistym.

W rozdziale sz6stym przedstawiliSmy algorytm ,.krokéw wstecz”, czyli rekursywna
metode projektowania sterowania wykorzystujaca funkcje Lapunowa tworzone dla kolej-
nych, kaskadowo potaczonych poduktadéw. W zasadzie ten sposéb projektowania polega
na kompensowaniu nieliniowosci obiektu przez odpowiednio dobrane sterowanie. Jednak
nie kazda nieliniowo§¢ dziata w sposéb destabilizujacy uktad. Sposobom rozréznienia ta-
kich ,,korzystnych nieliniowosci” i wykorzystania ich w uktadzie sterowania po§wigcono
duzg czes¢ tego rozdziatu.

Adaptacyjng wersj¢ algorytmu ,.krokéw wstecz” omoéwiliSmy w rozdziale siédmym,
a rozdzialy 6smy i dziewiaty poSwieciliSmy jego modyfikacjom zabezpieczajacym przed
jednym z wiekszych probleméw w praktycznej implementacji — tzw. eksplozja ztozono-
$ci algorytmu. Podobnie jak w rozdziale pigtym powraca tu problem odpornosci uktadu
adaptacyjnego na zewnetrzne zakiécenia i nieuwzgledniong w modelu dynamike obiektu.
W kazdym z wariantéw procedury ,.krokéw wstecz”” umozliwiono stosowanie odpornych
praw adaptacji i rozwazono inne sposoby ,,uodpornienia” uktadu adaptacyjnego.

W kolejnej czesci odniesliSmy sie do ograniczen, jakie czesto wystepuja w rzeczy-
wistych uktadach sterowania, a ktére nie byly uwzgledniane w przedstawionych dotych-
czas metodach projektowania. OméwiliSmy wykorzystanie algorytmu ,.krokéw wstecz”
w przypadku ograniczonego sygnatu sterujacego (rozdziat dziesiaty) i w przypadku ogra-
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niczen nalozonych na wyjscie lub zmienne stanu uktadu (rozdziat dwunasty). W rozdziale
jedenastym przedstawiliSmy szereg praktycznych kwestii zwiazanych z zatoZeniami o nie-
znanych parametrach wystepujacych w modelu. WyjasniliSmy, jak postepowac, jesli te pa-
rametry nie s state i jesli model nie jest ,liniowo sparametryzowany”. PodkresliliSmy
wazng z praktycznego punktu widzenia kwesti¢ liczby adaptowanych parametréw. Poka-
zaliSmy tez, jak taczyc¢ rézne techniki projektowania, by dopasowac si¢ do specyfiki pro-
blemu i wykorzystaé silne strony procedury ,.krokéw wstecz” — jej przejrzystos¢ i logiczny
porzadek w generalnej linii postgpowania oraz elastyczno$¢ w szczegoétach.

Wybdr tych, a nie innych, metod projektowania byl motywowany naszym przekona-
niem o ich skutecznoSci i mozliwosci praktycznego stosowania. Zaleta prezentowanych
procedur jest ich rekursywny, ,,modutowy” charakter. Zasady postepowania tworza czy-
telny schemat, ktéry mozna tatwo opanowac i z powodzeniem stosowaé w réznych proble-
mach. ChcieliSmy uzbroi¢ czytelnika w podstawowy arsenal precyzyjnie przedstawionych
procedur projektowania, ktére jednak mozna twérczo modyfikowac i dostosowywaé do
specyfiki rozwigzywanego problemu.

ChcieliSmy, zeby tekst byt czytelny bez ucigzliwego odwotywania si¢ do cytowa-
nych Zrédet, dlatego konieczne dodatkowe informacije, definicje i twierdzenia umiescili-
$my w dodatkach. Wszystkie problemy i metody projektowania sg zilustrowane blisko 30
przyktadami. Wybrali§my uktady dos¢ proste i zobrazowali§my efekty projektowania wy-
nikami symulacji cyfrowych, tak by kazdy zainteresowany mégt powtérzy¢ opisane eks-
perymenty. Mozemy tez zapewnic¢, ze sprawdziliSmy mozliwos$¢ uruchomienia uktadéw
sterowania zaprojektowanych opisanymi metodami w rzeczywistych uktadach wyposazo-
nych w sterowniki w postaci procesoréw sygnatowych.

Dla wielu przedstawionych tu metod projektowania jest to pierwszy opis w jezyku
polskim. MieliSmy wiec obowiazek zaproponowania polskich odpowiednikéw dla pojec
uznanych i funkcjonujacych w jezyku angielskim. Mamy nadzieje, ze sg na tyle trafne, by
utrwali¢ si¢ w polskiej terminologii automatyki. Terminy polskie i angielskie zestawiliSmy
w stowniku na koricu ksiazki.

Przedstawione rozwazania mieszcza si¢ w tym obszarze metod matematycznego opi-
su rzeczywistoSci, ktéry obejmuje teoria sterowania. Wyréznikiem tej ksigzki jest zorien-
towanie na metody projektowania nieliniowych uktadéw sterowania, ktére mogg by¢ sku-
tecznie uzywane w praktycznych zastosowaniach. Nie sposéb nie odwotaé si¢ tutaj do
stawnego cytatu ,,Nie ma nic tak praktycznego jak dobra teoria™™.

Naszym celem bylo wypelnienie pewnej luki w istniejacej, polskiej literaturze aka-
demickiej dotyczacej automatyki i teorii sterowania. Ksigzka jest adresowana do szero-
kiego grona odbiorcéw. Skorzystaja z niej studenci i nauczyciele akademiccy na kierun-
kach automatyka i robotyka oraz mechatronika, doktoranci i pracownicy nauki zajmujacy
si¢ nieliniowq teoria sterowania, a takze jej zastosowaniami we wszelkich, bardzo licznych
obszarach. Zapraszamy do lektury i twérczego stosowania przedstawionych tu procedur
projektowania nieliniowych, adaptacyjnych uktadéw sterowania.

4 Lewin, K. (1951). Problems of research in social psychology. In D. Cartwright (Ed.), Field theory in social
science: Selected theoretical papers (pp. 155-169). New York: Harper & Row. (p. 169), cho¢ ten cytat jest takze
przypisywany Jamesowi Clerkowi Maxwellowi, Ludwigowi Boltzmannowi, a nawet Leonidowi Brezniewowi.
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STABILNOSC NIELINIOWYCH
UKLADOW DYNAMICZNYCH

Teoria stabilnosci nieliniowych uktadéw dynamicznych wchodzi w zakres podstawowego
kursu teorii sterowania dla studentéw automatyki i robotyki oraz mechatroniki. Zazwy-
czaj omawia si¢ podstawowe definicje stabilnoSci i twierdzenia najwazniejsze dla bezpo-
Sredniej metody Lapunowa, stuzace do badania stabilno$ci punktéw réwnowagi uktadéw
stacjonarnych i autonomicznych. Tymczasem, w ostatnich dziesi¢cioleciach teoria stabil-
nosci uktadéw nieliniowych byla ciagle rozwijana i sukcesywnie pojawialy si¢ twierdzenia
rozszerzajace jej zastosowania. Rozdziaty w tej czesci ksigzki majg charakter encyklope-
dycznego przegladu aktualnego stanu wiedzy w tym zakresie. Podano najpierw definicje
precyzujace rdézne pojecia stabilnosci (rozdzial pierwszy), a nast¢pnie twierdzenia, ktére
mozna zastosowac przy badaniu stabilnosci uktadéw stacjonarnych (rozdziat drugi) i nie-
stacjonarnych (rozdziat trzeci). Przedstawione pojecia zilustrowano kilkoma przykladami.
Dowody twierdzen podano jedynie wtedy, gdy utatwiajg one zrozumienie istoty zjawisk.
Sporo miejsca poS§wigecono ograniczonoSci i ostatecznej ograniczonosci trajektorii, ktére
s bardzo ,,praktycznym” rodzajem stabilno$ci uktadéw nieliniowych.






Rozdziat 1

NIELINIOWE UKt ADY
DYNAMICZNE, PUNKTY
ROWNOWAGI | STABILNOSC

Pojecie stabilnosci ma kluczowe znaczenie w teorii sterowania i w praktyce projektowania
ukfadéw regulacji. W jezyku potocznym ,.stabilny” jest bez watpienia przymiotnikiem po-
zytywnym. ,,Stabilne konstrukcje” uwazamy za bezpieczne, lepiej czujemy si¢ w towarzy-
stwie 0sdb ,,stabilnych emocjonalnie”, cenimy ,,stabilne uczucia”. Wolimy tez, by systemy
ekonomiczne, biologiczne i spoteczne, w ktérych zyjemy, byly stabilne, czyli zgodnie z de-
finicjg Stownika Jezyka Polskiego ,.tatwo powracajace do réwnowagi po weze$niejszym
jej zakléceniu”.

O ile mozna si¢ zgodzi¢, ze uktady dynamiczne, ktére sg tworami natury, zwykle cha-
rakteryzuja si¢ stabilno$cia i tylko wyjatkowo przejawiaja zachowania niestabilne, réwno-
znaczne katastrofie, o tyle w przypadku uktadéw skonstruowanych przez czlowieka utrata
stabilnosci jest catkiem mozliwa. Wiadomo, Ze nawet liniowe sprzezenie zwrotne wokot
liniowego i stabilnego obiektu moze prowadzi¢ do utraty stabilnosci uktadu zamknigtego
i trzeba specjalnie zadbac¢ o to, by taka sytuacja nie wystapita. Stabilnos¢ jest podstawo-
wym wymaganiem stawianym uktadom sterowania i warunkiem bezpieczenistwa ich pracy.

W odniesieniu do uktadéw dynamicznych stabilno§¢ mozna definiowac i opisywac
na wiele sposobéw. Mozliwe jest definiowanie stabilnoSci na podstawie relacji wejscie-
-wyjscie uktadu, to jest jako cechy polegajacej na tym, ze wyjscie uktadu zachowuje si¢
,.poprawnie” w okreslonym sensie, jesli tylko wejScie zachowuje si¢ ,,poprawnie”. W uje-
ciu przyjetym w tej ksiazce stabilno$¢ jest definiowana na podstawie analizy asymptotycz-
nego (czyli dla czasu dgzacego do nieskoiczonosci) zachowania trajektorii wektora stanu
uktadu, w relacji do trajektorii obowigzujacych w stanie ustalonym — to jest punktéw row-
nowagi lub cykli granicznych. W tym rozdziale sg zebrane definicje stabilno$ci rozumiane;j
w rézny sposéb.



4 1. Nieliniowe uktady dynamiczne, punkty réwnowagi i stabilno§é

Przedmiotem rozwazan sa nieliniowe uktady dynamiczne, ktére moga by¢ opisane
skoriczonym uktadem réwnafi r6zniczkowych zwyczajnych, nazywanym réwnaniem stanu

i = f(t,x,u), (1.1)
w ktérym ¢ oznacza czas,
X
X
x=1. (1.2)
L X, |

jest n-wymiarowym wektorem zmiennych stanu, X pochodng zmiennych stanu x wzgledem
czasu, a

g
uz

u=| . (1.3)

u
Luy, |
p-wymiarowym wektorem sygnaléw wejsciowych (sterowan) oraz

fi(t, x, u)

fo(t, x,u)

flt,x,u) = (1.4)

fn(t,.x, u)

Jezeli nie wszystkie zmienne stanu sa dostepne, to przyjmiemy, ze wyjscie uktadu jest
opisane réwnaniem algebraicznym

y = h(t, x, u), (1.5)

w ktérym
1

Y
y=|" (1.6)

Ym
jest m-wymiarowym wektorem wyjs¢ oraz

hi(t, x, u)

ho(t, x,u)

h(t,x,u) = (L.7)

hm(t, x? I/I)

Rozwazane sa uktady dynamiczne, w ktérych funkcja f(z, x, u) spetnia zatozenia odpo-
wiedniego twierdzenia o istnieniu i jednoznacznosci rozwigzania réwnania rézniczkowego
(twierdzenie D2.2 z dodatku D2), to znaczy, ze przy okres§lonym warunku poczatkowym
x(to) = xo istnieje doktadnie jedno rozwigzanie x(¢) réwnania (1.1) okreslone dla ¢ > #,
nazywane trajektorig uktadu. By podkresli¢ zalezno$¢ rozwigzania réwnania stanu od wa-
runkéw poczatkowych, bedzie stosowane oznaczenie x(t; fy, xo) dla trajektorii spetniajacej
warunek x(zy) = xo.
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Jezeli w opisie modelowanego uktadu nie wyrézniono w jawny spos6b sygnatéw wej-
Sciowych, to jest

X = f(t,x), (1.8)

to taki uktad jest nazywany swobodnym. Posta¢ modelu (1.8) nie musi oznaczaé, ze uktad
jest pozbawiony sterowania. Model (1.8) jest odpowiedni w sytuacji, gdy okre§lone ste-
rowanie u = u(t) zostato uwzglednione w zaleznosci funkcji f od czasu, lub kiedy ste-
rowanie w postaci sprzezenia od zmiennych stanu # = u(x) zostalo uwzglednione w za-
leznos$ci funkcji f od zmiennych stanu x, lub w bardziej ogélnym przypadku faczacym
dwa poprzednie, to jest gdy okreSlono sterowanie u = u(¢, x). Je§li w réwnaniu (1.8) nie
wystepuje jawna zalezno$¢ funkcji f od czasu, to jest

X = f), (1.9)

to uktad jest nazywany stacjonarnym. Parametry uktadu stacjonarnego pozostaja state
w funkcji czasu, a jego zachowanie nie zalezy od chwili poczatkowej #.

Definicja 1.1. Punktem réwnowagi uktadu (1.8) nazywamy kazdy stan x,, dla ktérego
f(t, x.) =0dlakazdegot > t,.

Stata trajektoria x(¢) = x, jest wiec rozwigzaniem réwnania (1.8) z warunkiem po-
czatkowym x(#p) = x.. Gdy uklad jest stacjonarny (obowiazuje model (1.9)), woéwczas
punkty réwnowagi sa rzeczywistymi pierwiastkami réwnania algebraicznego f(x) = 0.
Punkt x = 0 nie musi by¢ punktem réwnowagi uktadu (1.9). Jezeli jednak x, # O jest
punktem réwnowagi uktadu (1.9), to zamiana zmiennych okreslona réwnaniem z = x — x,
prowadzi do uktadu

2= f(z+x.)=9g), (1.10)

w ktérym z = 0 jest punktem réwnowagi. Tak wiec zalozenie, ze punkt réwnowagi znaj-
duje sie w poczatku uktadu wspétrzednych nie zmniejsza ogdlnosci rozwazan, o ile ba-
damy wtasciwosci jednego, konkretnego punktu réwnowagi.

Definicja 1.2. Punktréwnowagi x, jest nazywany izolowanym punktem réwnowagi, jesli
istnieje jego otoczenie niezawierajace innych punktéw réwnowagi.

O ile w stacjonarnym uktadzie liniowym istnieje pojedynczy izolowany punkt row-
nowagi (albo kontinuum nieizolowanych punktéw réwnowagi), o tyle w uktadzie nielinio-
wym moze wystepowaé wiele izolowanych punktéw réwnowagi.

Oprécz punktéw réwnowagi ukfadu nieliniowego mozna wyrdznic¢ okresowe trajek-
torie opisujace jego zachowanie w stanie ustalonym, czyli dla t — co.

Definicja 1.3. Jezeli istnieje zmienne w czasie rozwigzanie réwnania (1.8) spetniajace
warunek

x(t+T) = x(t) (1.11)

dla pewnego T > 0 i kazdego t > 1y, to nazywamy je cyklem granicznym.

Trajektoria w przestrzeni stanéw odpowiadajaca cyklowi granicznemu ma postac za-
mknigtej krzywej.



6 1. Nieliniowe uklady dynamiczne, punkty réwnowagi i stabilnos¢

449

Dla uktadéw liniowych ,,stabilno$¢” jest rozumiana jako wlasciwos¢ catego uktadu
polegajaca na zanikaniu skfadowej przejsciowej odpowiedzi uktadu. W przypadku ukta-
déw nieliniowych wlasciwos$¢ nazywana stabilnoscig dotyczy poszczegdlnych trajekto-
rii uktadu, a w szczegdlnosci stuzy do opisu zachowania trajektorii uktadu nieliniowego
w otoczeniu punktéw réwnowagi. Zachowanie to moze by¢ rézne w poszczegdlnych punk-
tach réwnowagi tego samego uktadu. Inaczej niz w przypadku uktadéw liniowych, dla
ktérych wszystkie definicje stabilnosci s3 rownowazne, dla uktadéw nieliniowych mozna
sformutowac wiele istotnie réznigcych si¢ definicji stabilnosci.

Definicja 1.4. Punkt réwnowagi x, uktadu (1.8) nazywamy stabilnym w sensie Lapu-
nowa, jesli dla dowolnych 7y > 0, & > 0 istnieje liczba ¢, > 0 (zalezna by¢ moze od #y, €),
taka ze

llxe — xoll < 6 = llxe — x(2; 10, X0)I| < &. (1.12)

Definicja 1.5. Punkt réwnowagi x, ukladu (1.8) nazywamy niestabilnym, jesli nie jest

stabilny w sensie definicji 1.4.

Definicja 1.6. Punkt réwnowagi x, uktadu (1.8) nazywamy jednostajnie stabilnym, jezeli
0s > 0 w definicji 1.4 nie zalezy od #.

Definicja 1.7. Punkt réwnowagi x, ukladu (1.8) nazywamy stabilnym asymptotycznie,
jesli jest stabilny w sensie definicji 1.4, a ponadto istnieje 6 > 0 (zalezna by¢ moze od 1),
taka ze

llxe = xoll <6 = lim [lxe — x(#5 0, x0)ll = 0. (1.13)

Definicja 1.8. Punktréwnowagi x, uktadu (1.8) nazywamy jednostajnie stabilnym asymp-
totycznie, jezeli jest jednostajnie stabilny, a ponadto istnieje 6 > 0, niezalezna od #, i taka
ze dla wszystkich ||x, — xo|| < ¢ trajektoria x(¢; o, xo) zbiega do x, jednostajnie wzgledem
tg, to znaczy dla dowolnego 7y > 0, & > 0 istnieje 7 (&) > 0, takie ze

[lxe = Xoll < & = Vistgar(s) lIxe — x(t; 10, X0)l| < &. (1.14)

Punkt réwnowagi jest globalnie jednostajnie asymptotycznie stabilny, jesli warunki tej de-
finicji sg spetnione dla dowolnych par liczb (g, 9).

Definicja 1.9. Punktréwnowagi x, uktadu (1.8) nazywamy wyktadniczo stabilnym, jezeli
istnieje liczba a > 0, taka ze dla dowolnego & > 0 istnieje 6 > 0 (zalezna by¢ moze od €),
taka ze dla dowolnego r > f

llxe — xoll < & = llx, — x(t; 19, Xo)|| < g™ @), (1.15)

Z definicji 1.9 i 1.7 wynika bezposrednio, ze wyktadniczo stabilny punkt réwnowagi
jest asymptotycznie stabilny.

Przykfad 1.1
WeZmy pod uwage uktad nieliniowy
X1 =X (10xf + x% + 0,3)

. (1.16)
i = —6x1 (1027 + 13 +0,3) - bxy
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Na rysunku 1.1 pokazano trajektorie uktadu dla b = 0.

04 r

02r

Rys. 1.1. Graficzna ilustracja definicji 1.7: linia ciggla — trajektorie uktadu, kropka-kreska — okrag
o promieniu ¢, kreskowa — okrag o promieniu &

W takim przypadku trajektorie ukfadu tworza krzywe zamkniete — elipsy, ktérych
potosie zaleza od warunkéw poczatkowych. Dla dowolnie matego okregu o promieniu &
mozna wybra¢ okrag o promieniu d, taki Ze trajektorie uktadu (elipsy) zaczynajace si¢
w tym okregu nie wyjda poza okrag o promieniu £. Na rysunku 1.1 linig kreskowa zazna-
czono przyktadowy okrag o promieniu &, a linig kropka-kreska odpowiadajacy mu okrag
o promieniu 6. Zgodnie z definicja 1.7 punkt réwnowagi x; = 0, xo = O jest stabilny
w sensie Lapunowa.

Gdy b > 0, woéwczas otrzymujemy trajektorie jak na rysunku 1.2. Dla dowolnego
okregu o promieniu € (linia kreskowa) mozna wskaza¢ okrag o promieniu ¢ (linia kropka-
-kreska), taki ze kazda zaczynajaca si¢ w nim trajektoria nie opusci okregu o promieniu &,
a ponadto dazy do punktu réwnowagi x; = 0, x, = 0, gdy ¢ dazy do nieskoriczonosci.
Punkt réwnowagi x; = 0, xo = 0 jest wigc asymptotycznie stabilny.
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Rys. 1.2. Graficzna ilustracja definicji 1.8: linia ciggla — trajektorie uktadu, kropka-kreska — okrag
o promieniu ¢, kreskowa — okrag o promieniu &, o — wartosci poczatkowe

Definicja 1.10. Zbidr wszystkich takich punktéw xo w przestrzeni stanéw, dla ktérych
lim; e [|Xe — x(2; fo, X0)|| = 0 dla pewnego £y > 0 nazywamy zbiorem przyciagania punktu
rOwnowagi x,.

Definicja 1.11. Jezeli punkt réwnowagi x, uktadu (1.8) jest asymptotycznie stabilny
i jego zbidr przyciggania jest calg przestrzenig standw, to punkt réwnowagi nazywamy
globalnie asymptotycznie stabilnym.

W przypadku uktadéw stacjonarnych, opisanych réwnaniem (1.9), znika zalezno$¢
trajektorii od chwili poczatkowej #y, wiec stabilny punkt réwnowagi uktadu stacjonar-
nego jest jednostajnie stabilny, a asymptotycznie stabilny jest jednostajnie asymptotycznie
stabilny.

Stabilnos$¢ w sensie Lapunowa zgodnie z definicja 1.4 jest do$¢ stabym wymaganiem
wobec zachowania uktadu dynamicznego — nie pocigga nawet zbieznosci trajektorii do
punktu réwnowagi, a tylko ogranicza obszar wokét punktu réwnowagi, w ktérym trajek-
toria pozostaje. Zgodnie z tg definicja mate zaburzenie warunku poczatkowego daje mata
zmian¢ rozwigzania. Stabilno$¢ asymptotyczna oznacza, ze wokét punktu réwnowagi ist-
nieje obszar przyciagania — trajektoria startujaca w tym obszarze dazy do punktu réwno-
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wagi. Stabilno$¢ asymptotyczna nie méwi nic o tym, jak szybko uktad zbiega do punktu
réwnowagi ani nie oznacza, Ze zbieznos¢ jest ,,monotoniczna” — uktad moze poczatkowo
oddali¢ si¢ od punktu réwnowagi, by ostatecznie do niego powrdcic. Takie trajektorie po-
kazano na rys. 1.2. Informacja o szybkosci zbieznoSci wynika natomiast z definicji stabil-
no$ci wyktadniczej — decyduje o niej parametr @ we wzorze (1.15).

Dla stacjonarnych uktadéw liniowych koniecznym i dostatecznym warunkiem stabil-
nosci asymptotycznej jest potozenie wszystkich wartosci wlasnych macierzy stanu w lewej
polptaszczyznie zmiennej zespolonej.

O tym, ze wymaganie stabilnoSci umieszczone w definicji stabilno$ci asymptotycz-
nej jest konieczne przekonuje podany w [Hahn, 1967] przyktad uktadu, w ktérym punkt
réwnowagi ma obszar przyciagania, ale nie jest stabilny.

Przykfad 1.2

Rozwazmy system nieliniowy drugiego rzedu opisany réwnaniami
x%(xz —-X1)+ xg

(xf + x%) (1 + (x% + x%)z)

x3(x2 — 2x1)

X =

(1.17)

(xf + x%) (1 + (x% + x%)z)
System (1.17) ma jeden punkt réwnowagi (x., x.2) = (0,0). Na rysunku 1.3 pokazano
kilka wybranych trajektorii stanu rozwazanego uktadu.

Jak pokazano w [Hahn, 1967], obszarem przyciggania jest cala ptaszczyzna R?. Mimo
to nie s3 spetnione warunki definicji 1.4 i punkt réwnowagi nie jest stabilny w sensie
Lapunowa. Zostanie pokazana taka liczba € > 0, dla ktérej nie istnieje 6 dajaca prawdzi-
wos¢ implikacji (1.12) — trajektoria rozpoczynajaca si¢ dowolnie blisko punktu réwnowagi
opuszcza jego otoczenie 0 promieniu &.

WeZmy pod uwage domkniety tréjkat T ograniczony przez dodatnig p6tos x;, prosta

Xy = 3x; oraz prosta x, = a < ? (rys. 1.4). Wewnatrz tego trdjkata i na jego krawe-
dziach X, > 01i x; > 0, a na odcinku OP jest spetniona zaleznos¢
dx, x%(xz —2x1) B 9

= = 1.18
dxi X -x)+x  2+27x (1.18)

Wynika stad, ze jezeli trajektoria uktadu znajdzie si¢ w tréjkacie 7, to dalej trajektoria musi
przebiegac tak, ze obie zmienne stanu rosna, a gdyby trajektoria dotarta do odcinka OP, to
z uwagi na (1.18) zostalaby skierowana do wnetrza trdjkata 7. Tak wiec kazda trajektoria
z warunkiem poczatkowym wewnatrz tréjkata OPQ musi przeciaé odcinek QP.

Niech & = a. Rozwazmy trajektori¢ z warunkiem poczatkowym x; = 0, x; = 6 < a.
Musi ona przecigé odcinek QP, musi wigc opusci¢ otoczenie punktu réwnowagi o pro-
mieniu & = a niezaleznie od tego, jak mala jest odlegto§¢ ¢ warunku poczatkowego od
punktu (0,0), czyli ukfad jest niestabilny. Na rysunku 1.4 pokazano poczatkowy i koncowy

fragment trajektorii dla warunku poczatkowego (0; 10‘10).
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Rys. 1.3. Trajektorie uktadu (1.17), o — warunki poczatkowe

Stabilnos$¢ w sensie Lapunowa i stabilno$¢ asymptotyczna zakladajg istnienie punktu
réwnowagi. W wielu uktadach obecno$¢ zmieniajacych si¢ zakt6cei, szuméw pomiaro-
wych itp. wyklucza istnienie statego punktu réwnowagi. W takim przypadku przydatne sa
definicje pozwalajace na ocen¢ globalnego zachowania trajektorii uktadu.

Definicja 1.12. Trajektoria x(t; 9, xo) uktadu (1.8) jest ograniczona, jezeli istnieje stata
B > 0, taka ze
v[Z[{) ||x(t; tO»-xO)” <ﬁ' (1.19)

Stata 8 w definicji 1.12 jest zwigzana z wybrang trajektorig. Wtasciwos$¢ okreslona
w definicji 1.12 mozna wzmocnic¢ zadajac, zeby ta sama stata byta odpowiednia dla wielu
trajektorii.

Definicja 1.13. Trajektorie x(z; t9, xo) uktadu (1.8) sa jednostajnie ograniczone, jezeli dla
dowolnego, ograniczonego @ > 01ty > O istnieje stata 8 > 0 (zalezna od e, ale niezalezna
od 1y), taka ze

lIxoll < @ = iy, [1x(25 10, X0)I| < B. (1.20)

Definicja 1.14. Trajektorie x(¢; fy, xo) ukladu (1.8) sg ostatecznie jednostajnie ograni-
czone z ograniczeniem B > 0, jezeli dla dowolnego, ograniczonego @ > 01 7y > 0 istnieje



1. Nieliniowe uktady dynamiczne, punkty réwnowagi i stabilno§¢ 11

A

_n--0.5
x2—27
0,2 F ¢
/
/
= 7 SR
Q /
0,15 K /7 P
/
N / —
= / x2—a
/
A /
0,1 ;
/
/
/
/
0,05 /
/ —

O 1 1 1 »
Oo 0,03 0,06 0,09
X
1
Rys. 1.4. Tréjkat OPQ i trajektorie uktadu (1.17) (linia ciagla)
7 > 0 (zalezne od a i B), takie ze
IXoll < @ = Yistyirie.n) 1X(5 0, X0)l| < B. (1.21)

Jesli stata @ moze by¢ dowolnie duza, to trajektorie uktadu sa globalnie ostatecznie jedno-
stajnie ograniczone.

Przyktad 1.3

WezZzmy pod uwage uktad nieliniowy (1.16) dla b > 0, poddany zewnetrznemu sygnatowi
zaktécajacemu d(r) = 0,1 sin(z):

X1 =x (10x% + x% + 0,3) s
iy = =6x1 (10x] + 23 +0,3) = bx, + 0,1 sin(r).

Na rysunku 1.5 przedstawiono przebiegi normy wektora stanu ukfadu (1.22).

Uklad (1.22) jest stabilny w sensie definicji 1.14. Na rysunku 1.5 wida¢, Ze czas, po
ktérym norma wektora stanu uktadu (1.22) ostatecznie spelnia ograniczenie B, zalezy od
warunkéw poczatkowych.

Definicja 1.14 okresla wiec bardzo uzyteczng ceche, polegajaca na tym, ze wszystkie
trajektorie uktadu trafig po pewnym, skoficzonym czasie do tego samego otoczenia punktu

(1.22)
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Rys. 1.5. Przebieg normy wektora stanu

zerowego. Od warunku poczatkowego zalezy ten czas, ale nie promiefi B tego otocze-
nia. Jezeli dodatkowo mozemy zmniejsza¢ B, na przyktad poprzez parametry projektowe
uktadu sterowania, to ostateczna jednostajna ograniczono$¢ jest w petni wystarczajaca do
praktycznej stabilizacji rzeczywistych uktadéw regulacji.



Rozdziat 2

BEZPOSREDNIA METODA
LAPUNOWA — UKL ADY
STACJONARNE

Tak zwana bezposrednia metoda Lapunowa, ktdra zostata po raz pierwszy sformulowana
w doktoracie 35-letniego Aleksandra Michajtowicza Lapunowa w 1892 roku, w Charko-
wie, okresla dostateczne warunki stabilno$ci punktéw réwnowagi nieliniowych uktadéw
dynamicznych. Pozwala na udowodnienie stabilnoSci bez konieczno$ci badania rozwiaza-
nia réwnania rézniczkowego, ktérym jest opisany uktad, to jest

¥=f(x), xeR", 2.1

a jedynie poprzez analize wlaSciwosci pola wektorowego f(x) w przestrzeni stanéw.

W tym miejscu zostanie przedstawiona bezposSrednia metoda Lapunowa w klasycz-
nej postaci, dla uktadéw stacjonarnych (2.1). Jak wspomniano w rozdziale pierwszym,
bez ograniczenia ogélnosci rozwazan mozna przyjac, ze x, = 0 jest punktem réwnowagi
uktadu (2.1), czyli £(0) = 0, i stabilnos¢ tego punktu bedzie badana.

2.1. Podstawowe twierdzenie o stabilnosci

Rozwazmy otwarte otoczenie D punktu zerowego w R".
Definicja 2.1. FunkcjaV: D — R jest nazywana:

e dodatnio okreslona, jesli V(0) = 0i V. V(x) > 0,

e dodatnio pétokreslona, jesli V(0) = 01 Vyz V(x) > 0,

e ujemnie okre§long (ujemnie pétokreslong), jesli —V (x) jest dodatnio okreslona (do-
datnio pétokreslona).

Niech V: D — R bedzie funkcja rézniczkowalng w sposéb ciagly (to jest jej pierw-
sze pochodne czastkowe sa ciagle). Jezeli obliczamy jej wartosci wzdluz trajektorii
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x(t) = x(t; 1o, xo) uktadu (2.1), to staje si¢ ona funkcjg czasu. Jej pochodng wzgledem
czasu mozna obliczy¢ tak jak pochodng funkcji ztozonej

d
g,V (D) = VV(x(0)x(1) = VVx(@0)f (x(1), 2.2
gdzie
ov. oV v

Definicja 2.2. FunkcjaV: D — R, V(x) = VV(x)f(x) jest nazywana pochodng funkcji V
wzdhuz trajektorii systemu (2.1), lub krétko pochodng systemowa funkcji V. Funkcja V(x)
jest tez nazywana pochodng Lie’go wzdtuz pola wektorowego f i oznaczana L;V (x).

Twierdzenie 2.1 (twierdzenie Lapunowa o stabilno$ci)

Jezeli istnieje funkcja V: D — R rézniczkowalna w sposéb ciagly, dodatnio okre§lona
w D i taka, ze jej pochodna systemowa V : D — R jest ujemnie pétokreslona w D, to punkt
réwnowagi x, = 0 ukladu (2.1) jest stabilny. Jesli jej pochodna systemowa V: D — R jest
ujemnie okre§lona w D, to punkt rownowagi x, = O ukfadu (2.1) jest asymptotycznie
stabilny.

Dowaod:
Zgodnie z definicja 1.4 weZmy dowolng liczbe £ > 0, bez ograniczenia ogélnoSci mozna
przyjac, ze kula o promieniu & zawiera si¢ w D (rys. 2.1):

B, ={xeR":|x|| <&} cD. 2.4)
Niech
a= ﬁ{n V(x). 2.5)

Liczba a jest dodatnia, bo V(x) > 0 wszedzie poza x = 0. WeZmy wiec liczbe 5,0 < 5 <
i oznaczmy zbiér

Qp={xeB::V(x)<p}. (2.6)
Oczywiscie z definicji tego zbioru wynika, ze £23 C B,. Rozwazmy dowolna trajektorie
x(t) = x(t; 10, xo) ukladu (2.1), takg ze xo € 2. Wzdhuz tej trajektorii mamy V(x) <0,

wigc i V(x(1)) < V(xp) < B, czyli cata trajektoria x(¢) pozostanie w zbiorze £z C B, dla
dowolnego ¢. Co wiecej, z ciagtosci funkcji V(x) wynika, Ze istnieje 6 > 0, taka ze

x|l <6 = V(x) <8, 2.7)

czyli zachodzi Bs = {x € R" : ||x|| < 0} C £ C B,. Tak wiec, z takim wyborem ¢ impli-
kacja

lixll <6 =[xl <& (2.8)

jest prawdziwa i zgodnie z definicja 1.4 punkt réwnowagi x, = 0 ukfadu (2.1) jest stabilny
w sensie Lapunowa.



